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Sazetak

U ¢lanku uvodimo definiciju asocijativne superalgebre, osnovna svojstva,
te dajemo neke primjere.

2000 Math. Subj. Class.: 17TAT0.

1 Uvod

U posljednjih nekoliko desetlje¢a, jedna od najplodonosnijih tema iz algebre
jest nedavno razvijena teorija graduiranih algebri, te takozvanih superalgebri.
U [12], Kac tvrdi da se interes za podrucje superalgebri pojavio u fizici, u teoriji
“supersimetrije”. Mnogo rezultata o superalgebrama i graduiranim algebrama
napisali su Martinez, Zelmanov, Wall, Shestakov i drugi (za primjer vidi |7, 8]
9, 1], [12], 13| 14} 15]). Osnovni cilj ovog rada je uvesti definiciju asocijativne
superalgebre, dati ponesto primjera i prezentirati osnovna svojstva.

Pod algebrom ¢emo podrazumijevati asocijativnu algebru nad poljem ®. Sma-
tramo da su definicije algebre, modula i ideala poznate. Medutim, napisat ¢emo
neke definicije i objasniti neka osnovna svojstva algebri. Algebra A je jednos-
tavna, ako je A% # 0 i ako su 0 i A jedini ideali u A. KaZemo da je algebra A
prosta ako za nju vrijedi da je produkt bilo kojih dvaju ne-nul ideala opet ne-nul
ideal. To je ekvivalentno sljedec¢oj implikaciji: Ako je aAb = 0 za neke a,b € A,
slijedi da je a = 0 ili b = 0. Primjer proste algebre je M, (C), tj. algebra svih
n x n kompleksnih matrica. Kazemo da je algebra poluprosta ako nema ne-nul
nilpotentnih ideala (ideal Z u algebri A je nilpotentan, ako je " = 0 za neki
n € N). To je ekvivalentno svojstvu: ako je aAa = 0 za neki a € A, tada
je a = 0. Svaka prosta algebra je i poluprosta. Obrat, medutim, opéenito ne
vrijedi. Posebno, ako je A # 0 prosta algebra, tada je A x A poluprosta algebra
koja nije prosta.
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2 Superalgebre

Dragi ¢itatelji, u ovom poglavlju pozivamo vas u svijet superalgebri. Uvest ¢éemo
neke osnovne definicije te prikazati neke primjere asocijativnih superalgebri.

Superalgebra je Zso-graduirana algebra. To znadi da postoje ®-podmoduli Ay
i Ay od A takvi da vrijedi: A = Ao @ A1, Apg Ay C Ap (5to znali da je Ag
podalgebra A), ApA; C A1, A1 A C Ay 1 A1 A C Ag. Kazemo da je Ag parni
dio, a Ay meparni dio od A.

Asocijativna superalgebra A je asocijativna Zs-graduirana algebra. KaZemo da
je A trivijalna superalgebra ako je Ay = 0. Za a € Ay (gdje je k € {0,1})
kazemo da je homogen stupnja k i piSemo |a| = k.

Graduiran ®-podmodul B asocijativne superalgebre A je podmodul algebre A
za koji vrijedi

B=BNAy,®BnNA,.
U tom sluc¢aju pisemo By = BN Ag i By = BN Ay, §to znadi B = By @ B;. Ako
je B graduirana podalgebra od A, tada je B i asocijativna superalgebra.

Graduiran ideal (ili superideal) T superalgebre A je ideal od A koji je i graduiran
®-podmodul, tj. Z=ZNA S ZINA,ILZ=TyPTI.

Napi§imo ponesto o graduiranosti. Prirodno se postavlja pitanje kako opisati
Zo-graduiranost. Za danu asocijativnu superalgebru A = Ay & A; definirajmo
funkciju o : A — A sa (ap + a1)? = ag — aq, te primijetimo da je tako defini-
rana funkcija ¢ zapravo automorfizam od A za koji vrijedi 02 = id. Obratno,
za danu algebru A i automorfizam o od A sa svojstvom o2 = id, A postaje su-
peralgebra definiranjem Ay ={a € A|o(a) =a}i A ={a € A|o(a) = —a}
(doista, bilo koji element a € A moZe se prikazati kao a = # + “_2“0, te
je ‘”2“6 e A, “72“0 € Ay). Tako reéi, Zs-graduiranje moze se karakterizirati
preko automorfizma s kvadratom id.

Podmodul B superalgebre A je graduiran ako i samo ako je B = B. Neka je
centar Z(A) superalgebre A upravo centar algebre A u uobi¢ajenom smislu, tj.
Z(A)={a € A|ab=ba Vb € A}. Centar je graduiran, jer svaki automorfizam
preslikava centar na centar. To znaci da je Z(A) = Z(A)o ® Z(A);.

U sljedeéem tekstu prikazat éemo neke primjere asocijativnih superalgebri.

Primjer 2.1. Neka je A algebra i neka je ¢ € A invertibilan element. Nadalje,
neka je o automorfizam algebre A definiran s 2% = cxc™! za sve x € A. Uo&imo
da je 02 = id ako i samo ako je ¢ € Z(A). Slijedi da je A = Ay ® A;
superalgebra, gdje je Ay ={z € A|zc=cx}i A ={z € A| zc=—cx}.
Konkretno, neka je A = M,;4(®) algebra svih (r + s) X (r + s) matrica nad @,
gdje su r,s € N. Za element ¢ mozemo izabrati matricu

I. 0
0 —I, |’



gdje je I, jedini¢na matrica iz M, (®) te I; jedini¢na matrica iz Mg (®). Tada
su parni i neparni dijelovi dani s

M,(®) 0 0 M, ()
Ao = 0 M(®) } A= [ M, () 0 ’

gdje M, s(®) oznacava skup svih r X s matrica. Ova algebra je asocijativna
superalgebra, koju obi¢no oznacujemo s M(r|s).

Primjer 2.2. Neka je A algebra nad @ i stavimo A = A x A. Nadalje, neka
je o automorfizam na A definiran sa o(a,b) = (b,a), za sve a,b € A. Tada
vrijedi A = Ag & A1, gdje je parni dio dan s Ag = {(a,a) | a € A}, a neparni s
Ay = {(b,—b) | b € A}. PokaZe se da vrijedi:

Az{{g g] |C,DeA},

Ao%{[g g} |Ceal, Al%{[g IH | Deal.

U ovom slucaju kazemo da je superalgebra A zadana automorfizmom zamjene.

Primjer 2.3. Neka je A = Q(«, 3) 4-dimenzionalna algebra nad @, s bazom
{1, uv,u,v}. Definirajmo mnozenje na sljede¢i nacin: u? = a € ®, v?> = g € ®,
uv = —vu. Posebno, A je algebra kvaterniona nad R. Stavimo Ay = &1 + duw
i A) = Pu+ Pv. Vrijedi da je A = Ay @ A; asocijativna superalgebra, koju
zovemo superalgebra kvaterniona.

Navedimo neka osnovna svojstva asocijativnih superalgebri. Asocijativna supe-
ralgebra A je jednostavna, ako nema pravih ne-nul graduiranih ideala. Jedini
graduirani ideali su 0 i cijela superalgebra A. Primijetimo da jednostavna su-
peralgebra ne mora biti jednostavna i kao algebra. Ako produkt dvaju ne-nul
graduiranih ideala superalgebre A uvijek bude razli¢it od 0, kazemo da je A
prosta superalgebra. Superalgebra A je poluprosta, ako nema ne-nul nilpotent-
nih graduiranih ideala. Kao §to je zabiljeZeno u [I], to je ekvivalentno implikaciji
da aAb = 0 povlagdidajea = 01ili b = 0, gdje su a i b bilo koji homogeni elementi
u A. Zapravo, isti zakljucak i dalje vrijedi ako pretpostavimo da je samo jedan
od tih dvaju elemenata, recimo b, homogen.

Neka je A prosta superalgebra. Prirodno se javlja pitanje jesu tada i algebre A
i Ag proste. Sljedec¢a dva primjera pokazuju da to ne mora vrijediti uvijek.

Primjer 2.4. Neka je A prosta algebra nad ® i neka je A = A x A superal-
gebra s graduirano$¢u definiranom kao u primjeru Ova algebra je prosta
superalgebra (produkt bilo kojih dvaju ne-nul graduiranih ideala je razli¢it od
0), ali nije prosta algebra, jer (0 x A)(A x 0) = 0.

Primjer 2.5. Superalgebra M(r|s) je prosta superalgebra. Skupovi

I:{[g 8] \CEMT(F)} i j:{[g 10)] \DeMS(F)}



su ne-nul ideali u algebri M (r|s)y takvi da im je produkt 0. Stoga algebra
M (r|s)o nije prosta algebra.

Veza izmedu proste superalgebre (ili poluproste superalgebre) A i prostih algebri
(ili poluprostih algebri) A i Aj je sljedeca: Ako je A asocijativna poluprosta
superalgebra, tada su A i Ag takoder poluproste algebre. Ako je A asocijativna
prosta superalgebra, tada je ili A prosta algebra, ili Ag prosta algebra. Dokazi
tih rezultata mogu se vidjeti u [13].

3 Zakljucak

Prirodno pitanje koje se postavlja jest kako generalizirati neke klasi¢ne struk-
ture. OpiSimo ukratko pozadinu toga. Naprimjer, neka je A asocijativna al-
gebra. Uvodenjem novog produkta u A (takozvanog Jordanovog produkta)
aob = ab+ ba, A postaje Jordanova algebra, koju obi¢no oznac¢ujemo s A*.
Postavlja se pitanje veze izmedu strukturalnih svojstava algebri A i AT (napri-
mjer, svaki ideal u algebri A je ideal i u A™; vrijedi li obrat?). Takva pitanja
razmatrao je Herstein 1950-ih (vidi [I0]). Promatrao je veéinom jednostavne
algebre. U posljednje vrijeme njegova je teorija generalizirana. Na tu temu
dosta su radova napisali Lanski, Martindale, McCrimmon, Miers, Montgomery
i mnogi drugi. Na slican nac¢in mozemo uvesti Jordanove superalgebre. Ponovo
se namece isto pitanje: Koja je veza izmedu struktura superalgebri i Jordanovih
superalgebri? Citatelja upucujemo da vidi primjerice [T}, 2 3, 4l 51 7, 8l @] [13].

Na kraju, nazna¢imo da mozemo prosiriti pojam superalgebre na G-graduirane
algebre, gdje je G neka Abelova grupa. Algebru zovemo G-graduirana ako pos-
toje potprostori Ay, g € G, od A, takvida je A =@ g Ay 1 AgAn C Agp, za
sve g, h € G. Superalgebre su zapravo posebni sluc¢ajevi G-graduiranih algebri.
U tom slu¢aju G = Zs. U kontekstu G-graduiranih algebri mozemo takoder
definirati pojmove popout modula, ideala, graduiranih prostih algebri ... Stoga
se prirodno javljaju mnogi novi problemi.
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