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1 Uvod

1 Uvod

Arbelos ili postolarev noz je lik omeden trima medusobno tangentnim po-
lukruznicama s kolinearnim sredistima. Tim su se likom bavili starogrcki
matematicari Arhimed! i Pappus?.

Arhimed je unutar arbelosa uocio dvije istaknute kruznice jednakog ra-
dijusa, koje je spomenuo i u svojoj "Knjizi Lema”, dok je Pappus zakljucio
da je arbelos ispunjen tangentnim kruznicama. Njihov je rad, nakon go-
tovo dvije tisu¢e godina, obradio i popularizirao Leon Bankoff, uvodenjem
nekoliko novih sliénih kruznica.

Na Bankoffov rad se osvrnula grupa matematicara; Dodge, Schoch, Woo
i Yiu koji su u ¢lanku [3] kategorizirali tzv. Arhimedove kruznice i sazeto
spomenuli sve zanimljivosti vezane uz njih. Nedugo zatim, Okumura i Wa-
tanabe daju nekoliko generalizacija, Lamoen uvodi dvadesetak novih zanim-
ljivih kruznica, sliénih onima koje je Arhimed primijetio, a Cerin ukazuje na
vezu izmedu arbelosa i zlatnog omjera.

Ovaj rad je osvrt na teorije navedenih matematicara, njihov usustavljeni
prikaz s dokazima te bi kao takav trebao pribliziti i objasniti svojstva arbe-
losa, lika $to je inspirirao brojne matematicare.

Posebno zahvaljujem prof. Zvonku Cerinu $to je prihvatio i podrzao ideju
o ovom radu te pomogao pri njegovoj realizaciji, a ponajvise sto me upoznao
s arbelosom, likom koji veé¢ dva tisucljec¢a zadivljuje zaljubljenike u matema-
tiku.

! Arhimed (287. - 212. pr. Kr.), gréki matematicar, smatra se najveéim matematicarom
svog doba.

2Pappus Aleksandrijski (oko 340. g. poslije Krista), helenizirani Egipéanin, smatra se
posljednjim grékim geometrom i utemeljiteljem projektivne geometrije.
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2 Definicije i osnovna svojstva arbelosa

Zapocnimo s formalnom definicijom arbelosa.

Definicija 2.1. Lik omeden trima medusobno tangentnim polukruZnicama
sa kolinearnim sredistima zovemo arbelos.

v

A C B

Slika 1.

Polukruznice ¢emo oznacavati s a;, i v kao na 1. slici, njihove radijuse
s 11, o 17, a dijametre s dy, do i d. Sredista polukruznica o, i v ¢emo
oznacavati sa O1, O9 1 O, a pravac na kojem se nalaze sredista s AB, gdje
je tocka A presjeciste tog pravca i polukruznice «, a tocka B presjeciste tog
pravca i polukruznice 3. Tockom C' ¢emo oznacavati zajednicko presjeciste
polukruznica a1 3 i pravca AB.

Cesto ¢emo spominjati razne kruznice pa u tu svrhu kruznicu sa sredistem
u tocki S ¢emo oznacavati sa (5), a kruznicu sa sredistem u tocki S i radi-
jusom |ST| ¢emo oznacavati sa S(T"). Analogno ¢emo oznacavati i razne
polukruznice.

Krenimo od osnovnih, ali ne i oc¢iglednih svojstava arbelosa.

Propozicija 2.1. Opseg arbelosa jednak je dr.

Dokaz. Promjer polukruznice « je d; pa je promjer polukruznice § jednak
d — dy. 1z toga slijedi da je opseg arbelosa

1
§(d7r +dym+ (d—dy)m) = dm.

Propozicija 2.2. Povrsina arbelosa iznosi Jdids.
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Dokaz. Promjer polukruznice « je d; pa je promjer polukruznice § jednak
d — dy. Tada je dy = d — dy, a povrSina arbelosa

() (8 (5 )

Cesto ¢emo koristiti i pravac koji je u tocki C' okomit na pravac AB. U tu
svrhu definiramo i tocku D kao presjeciste polukruznice ~ i pravca okomitog
na pravac AB u tocki C'.

[]

jednak |C'D].

Propozicija 2.3. Povrsina kruznice promjera |CD| jednaka je povrsini ar-
belosa.

D

A C B

Slika 2.

Dokaz. Prema propoziciji 2.2, povrsina arbelosa je dana s 7didy. Kako je
tocka D na polukruznici v, a |AB| njen promjer, ocito je trokut ABD pravo-
kutan, s pravim kutem u tocki D. Tada je |C'D| visina pravokutnog trokuta
ABD, pa iz Pitagorinog poucka slijedi

|CD|* = dyds.

Dakle, povrsina trazene kruznice je

CD|\? ™
(%) = Zdldg.

Ovaj rezultat je poznat kao propozicija 4 u Arhimedovoj ”Knjizi Lema”.

Propozicija 2.4. Neka je tocka E presjeciste pravca AD i polukruznice o, a
tocka F presjeciste pravca BD 1 polukruznice 3. Tada je cetverokut CFDE
pravokutnik.
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Slika 3.

Dokaz. Trokut ADB je pravokutan, s pravim kutom u vrhu D. Tada je
LADCH/BDC = 90°. Trokut BCD je takoder pravokutan, s pravim kutom
u vrhu C. Tada je ZBDC + ZDBC = 90°. Sli¢no vrijedi i za pravokutni
trokut AC'D, s pravim kutom u vrhu C, tj. ZADC + ZDAC = 90°. Sada
vrijedi:
LADC + ZDAC =90° = LADC = 90° — ZDAC
/BDC — /DAC =0° = £LDAC = ZBDC

Znamo da je trokut C'F'B pravokutan, s pravim kutom u vrhu F, pa je
oc¢ito da je i trokut C'F'D pravokutan, s pravim kutom u vrhu F. Dakle,
LDCF = ZADC jer trokuti CFD i ACD imaju dva jednaka kuta. Analo-
gijom mozemo do¢i do zakljucka i za trokut DEC.

Dobili smo da trokuti CED i CFD imaju zajednicku stranicu C'D te
jednake kuteve uz tu stranicu. Prema teoremu KSK, ti su trokuti sukladni,
pa je ¢etverokut C'F DFE pravokutnik.

m

Korolar 2.4.1. Duzina EF raspolavlja duzinu CD.

Dokaz. Duzine FF i CD su dijagonale pravokutnika, a dijagonale pravokut-
nika se raspolavljaju.
m

Propozicija 2.5. Pravac EF dodiruje polukruznicu o wu tocki E, a polu-
kruznicu B u tocki F.

Dokaz. Oznacimo sa P presjeciste duzina FF i C'D. Tada se tocke C, F,
D i E nalaze na kruznici sa sredistem u tocki P i radijusom C'D pa slijedi
da su trokuti EPC i C'PF jednakokracni. Iz propozicije 2.4 znamo da je
/ZDAC = ZECP pa je, prema tome, i ZCEP = ZDAC.

Neka je tocka O poloviste duzine AC. Tada je |01 E|=|O,C| pa je trokut
CO, E jednakokracan. Iz propozicije 2.4 znamo da je ZADC = ZACFE pa
jei ZO1EC = ZADC'. Dakle, vrijedi

LOWEC + ZCEP = LADC + ZDAC = 90°.

6



2 Definicije i osnovna svojstva arbelosa

Kako je |01 E| radijus polukruznice « i sijece EF' u tocki F pod pravim ku-
tem, onda je F'F tangenta polukruznice o u tocki E. Analognim postupkom

se tvrdnja dokazuje i za tocku F' i polukruznicu (.
O

Teorem 2.1. Uz oznake kao na slici 4, vrijedi
1. Duljina duzine CQ je kvadratna sredina Ms(dy, ds).
2. Duljina duzine OQ = OD je aritmeticka sredina My (dy,ds).
3. Duljina duzine CD je geometrijska sredina My(dy, dz).

4. Duljina duzine DD’ gdje je D" noZiste okomice iz tocke C na na duZinu
OD, je harmonijska sredina M_1(dy, ds).

5. Ako je dy > dy, onda vrijedi

dy > Ms(dy, ds) > My(dy,da) > Mo(dy,do) > M_1(dy,d2) > ds.

Slika 4.

Dokaz. 1. Trokut COQ je pravokutan, s pravim kutom u vrhu O. Vrijedi
|0Q| = ¢, |0C| = d; — £. Prema Pitagorinom poucku vrijedi

d\? d\?
CQP = |0QP + [0CI? = (5) +(dl—§) _
&2 2 2 dy + ds)?
Z+d§—d1d+zz5+d§—d1d:%+d§—dl(dl+d2):
did3 di + d3 di + d3
—122+d1d2+d§—d%—d1d2= 2= |CQ| = —12 2 = My(dy, dy).

2. Duljina duzina OQ) i OD jednaka je %, a kako je d = d; + dy tada je
ocito |0Q| = |OD| = 442 = My (dy, d).
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3. Trokut OCD je pravokutan, s pravim kutom u vrhu C. Prema Pita-
gorniom poucku vrijedi

d\? d\* & d?
|CD|* = |OD|* — |0C|* = (2) <d1 2> = di +did 1

dy(d — dy) = dy(dy + do — dy) = dydy = |CD| = v/didy = My(dy, ds).

4. Trokuti DD'C' i CD'O su sli¢ni pa vrijedi “DD | = } |‘ Dalje vrijedi:

CDP>  didy  2dvdy

DD'| = = =
PPI= oD ~ a5 T gy

= M_1<d1, dg)

5. Trokut C'OQ je pravokutan, s pravim kutom u O. U tom trokutu je
|CQ| = Ms(dy,ds) hipotenuza, a |OQ| = M,(dy,dy) kateta pa ocito
vrijedi My(dy,dy) > Mi(dy,dy). U pravokutnim trokutima OCD i
CD'D analogno pokazujemo M, (dy,dy) > My(dy,dy) > M_i(dy,ds).

Dalje imamo:

dy = |AC| = |AO| + |0C| = |QO| + |OC| > |QC| = My(d1, ds)

M_y(dy,dy) = |DD'| = |OD| — |OD'| =
— |OB| — |0D'| > |OB| — |0C| = |CB| = ds.

Mozemo primijetiti da do jednakosti dolazi kada je d; = ds.
O

Ovaj teorem pokazuje kako arbelos sadrzi rezultate poput nejednakosti har-
monijske, geometrijske, aritmeticke i kvadratne sredine za dvije velicine.

Prvih nekoliko svojstava pokazuju da se doista radi o zanimljivom liku, sto
za Dodgea nije niSta ¢udno jer je arbelos, pored svega, trokut kojemu su
stranice polukruznice [3].

No ipak, najviSe zanimanja za arbelos nisu potakla ova prethodna svoj-
stva, veé¢ svojstva kruznica koje je Arhimed primijetio i zabiljezio u svojoj
"Knjizi Lema”. To su tzv. Arhimedove kruznice (u literaturi se ponekad
navode i kao "magicne kruznice”).

Definicija 2.2. Arhimedova kruznica je svaka kruznica sa radijusom

rre rre

r1+ 1o r’

gdje su ry, ro i r radigust polukruinica o, B iy koje cine arbelos.
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A C B
Slika 5.

I prije pocetka poglavlja mozemo uociti jednu zanimljivost; omjer povrsine i
opsega arbelosa jednak je polovini radijusa Arhimedove kruznice.
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3 Familije kruznica u arbelosu

U prethodnom poglavlju spomenuli smo da su Arhimedove kruznice potakle
velik interes za proucavanje arbelosa, stoga ¢e u ovom poglavlju biti obradene
neke od najznacajnijih Arhimedovih kruznica.

Iako su sve kruznice, koje ¢e u ovom poglavlju biti navedene, po definiciji
Arhimedove, nazivat ¢emo ih prema prezimenu osobe koja ih je otkrila, kako
bi se jasnije mogle razlikovat pojedine familije kruznica.

Oznake svih familija Arhimedovih kruznica, do Powerovih kruznica, bit ¢e
identi¢ne onima koje je Dodge koristio u [3], to jest sredista ¢e se oznacavati
s Wi, a kruznice sa (W;), dok ¢ée oznake Powerovih i Lamoenovih kruznica
biti identi¢ne onima koje su Power i Lamoen koristili u [8] i [4].

Od interesa ¢e biti kruznice radijusa p koje su nekim karakteristicnim
svojstvom vezane uz arbelos, poput npr. kruznica koje imaju zajednicku
tangentu s nekom od polukruznica ili kruznica koje sadrze neku karakte-
risticnu tocku arbelosa.

3.1 Arhimedovi blizanci i Bankoffova tre¢a kruznica

Najprije ¢emo se baviti dvijema kruznicama koje je otkrio sam Arhimed.
Arhimed ih je smatrao specificnima zbog toga Sto uz jednake radijuse, obje
diraju dva luka arbelosa i pravac C'D (vidi sliku 5). Cesto se nazivaju Arhime-
dovim blizancima (the twin circles of Archimedes), ocigledno zbog jednakog
radijusa, kojeg ¢emo odrediti u slijede¢em teoremu.

Teorem 3.1. Radijusi py i po kruznica Wy 1 Wy jednaki su polovici harmo-
nijske sredine od ry i 1o, tj.
rra rira

p1=p2=P:T1+T2 = ,

Dokaz. Neka je O srediste polukruznice «, a O srediste polukruznice 7.
Promotrimo okomice iz tocke W; na pravce CD i AB i ozna¢imo sa W/
presjeciste okomice iz tocke Wi na AB.

Wy

A Oy o WcC B
Slika 6.

10



3 Familije kruznica u arbelosu

Vrijedi
|OWL| =71 +p1,
|OWi| =7 —p1=711+712— 1,
|O\W{| =71 —p,
|OW{| =11 — 79— p1.

U pravokutnom trokutu O;W{W; vrijedi
[WIWE| = (ri+p1)* = (= p1)?,
a u pravokutnom trokutu OW{W; vrijedi
(WiWE| = (r —p1)* = (r1 =12 = p1)* = (11 + 19 = p1)? = (11 — 12— p1)°

Izjednacavanjem predhodnih dviju jednadzbi dobivamo

r1iro
4r =4(r; — T9 = = =
1P1 ( 1 pl) 2 b1 "ty p

Analognim postupkom dokazuje se da je ps = p.
m

Leon Bankoff? je 1974. godine pokazao da Arhimedovi blizanci nisu samo
blizanci, ve¢ dvije kruznice iz trojke kruznica, to jest pokazao je da postoji
treca kruznica radijusa p [3] koja je nekim karakteristi¢nim svojstvom vezana
uz arbelos. Razmotrimo dakle slijede¢i teorem.

Teorem 3.2. Neka kruznica (Os) dira svaku od polukruznica o, 3 iy u jednoj
tocki, polukruznicu o u tocki M, a polukruznicu 8 u tocki N. Tada kruznica
(W3) odredena tockama M, N i C ima radijus p = -2 = Hr2,

r1+7re r

A O, O C \H O, B
Slika 7.

3Leon Bankoff (1908-1996), americki zubar i matematicar amater.

11



3 Familije kruznica u arbelosu

Dokaz. Neka je r3 radijus kruznice (O3), a h duljina duzine O3H, gdje je H
tocka presjecista pravca AB i okomice iz tocke O3 na pravac AB, te neka je
r=|0OH].

Jednostavnosti radi, neka je r = r; +ro = 1. Iz pravokutnih trokuta O HOs,
OlHO3 i 02H03 Vrijedi

.’13'2+h2:(7'1+7’2—7“3)2,

(T2+l‘)2+h2: (?"1+7’3)2,
(r1 — 2)® + h% = (ry +13)°.

Rjesavanjem ovih jednadzbi po A dobivamo
27‘% + 2rox = —21r11r9 4+ 4rir3 + 21913,

27“% — 2rix = —2ryry + 2ryr3 + 4rars.

Ako prvu jednadzbu pomnozimo s ry, a drugu s r, i potom ih zbrojimo,
dobivamo
4ryre 4+ drirg = 4rrs + drirg 4 drirors,
iz Cega slijedi
- <T1+7’2)7’17”2 . 179
iy 11—y

r3

Promotrimo sada trokut O;0,03. Duljine njegovih stranica su |O105| =
r1 4 19, |O103| = 13 + 11, |O205] = r9 + 13 pa je njegov poluopseg jednak
g — 2(ritra)t2rs

2

trokuta dan je s

= 1+ r3. Prema Heronovoj formuli, kvadrat povrsine tog

P2 = (]. + T3)7”17"2T3.

(W3) je kruznica upisana tom trokutu pa je povrsina trokuta 010,05 dana
is

1 1 1
P = 5(7’1 +r9)ps + 5(7’1 +r3)ps + 5(7’2 + 7r3)ps.

Izjednacavanjem jednadzbi za povrsinu trokuta O,0,03 dobivamo
(14 7r3)rirers = (1 +13)?psa.
Rjesavanjem gornje jednadzbe po p3 dobivamo da je p3 = r?r, tj.
Pp3 =T1T2 = D-.
0

Tako se u literaturi (vidi 57. stranicu) najéesée spominje Bankoffova treca

.. . e .. . e
kruznica, on je pokazao da postoji jos jedna kruznica s radijusom p = =
rira

T

12



3 Familije kruznica u arbelosu

Teorem 3.3. Neka je pravac EF zajednicka tangenta polukruznica o i [3,

tj. neka EF dira polukruznicu o u tocki E, a polukruznicu (8 u tocki F.

Tada kruznica, koja iznutra dira polukruznicu ~ i pravac EF, ima radijus
_rre __ rira

= = Stovise, ta kruznica dira polukruinicu v u tocki D i to je

nagmanja kruznica koja prolazi kroz tocku D i dira pravac E'F.

D

o

LY N

A o C B

Slika 8.

Dokaz. Oznacimo s (W) kruznicu koja iznutra dira polukruznicu v u tocki
D ipravac EF utocki G. Iz korolara 2.4.1 znamo da |C'D| raspolavlja |EF|.
Neka je P tocka gdje se |CD| i |EF| raspolavljaju. Tada je trokut PGD
pravokutan, s pravim kutom u tocki G.

Povucimo sada okomicu iz tocke C' na pravac OD i oznacimo noziste
okomice sa D’". Tocke D', G i D se o¢ito nalaze na istom pravcu pa je trokut
CD'D pravokutan, s pravim kutom u tocki D'. Iz teorema 2.1 znamo da

je |DD'| = jdﬁf i |CD| = V/didy. Takoder znamo da je |[DP| = 31/dyda.
Prema KKK teoremu o sliénosti trokuta, trokuti CD'D i PGD su sli¢ni pa

vrijedi

|DG| |DD'|
\GP|  |DC|"

Dakle,
2d1d2

‘DD | 1 di+d d1d2 27’17”2
DG GP —+/d1d 2 — = :
D =1C P per =avVht o = ditd, ~ mtr

Vidimo da je |DG| promjer kruznice (Wy) pa je tada radijus kruznice (W)
jednak p = r?ﬁz

]

U privatnoj korespondenciji s Leonom Bankoffom, Clayton Dodge? je pri-
mijetio da ¢e kruznica s promjerom | D' G| takoder biti Arhimedova kruznica.
Uz tu kruznicu Dodge je primijetio jos nekoliko Arhimedovih kruznica sa
zanimljivim svojstvima. Promotrimo sada familiju Dodgeovih kruznica.

4Clayton Dodge, americki matematicar, profesor na Sveuéilistu u Maineu.

13



3 Familije kruznica u arbelosu

3.2 Dodgeove kruznice

Oznac¢imo sa (W;) prethodno spomenutu kruznicu. Koristeéi teorem 3.3
jednostavno ¢emo pokazati da je kruznica (W5) Arhimedova.

A C B
Slika 9.
Teorem 3.4. Radijus kruznice (Ws) jednak je p = e =

Dokaz. 1z teorema 3.3 znamo da je |DG| = Q”T”, a iz teorema 2.1 znamo da

je |DD'| = %. Sada je ocito

2d1d2 27"17”2 o 27“17”2

d1+d2_7’1+7"2 7’1—|—T‘2.

|D'G| = |DD'| — |DG| =

Kako je |D'G| promjer kruznice (W5), slijedi da je njen radijus zaista jednak
p = 2 []

ri+ry’

Konstruirajmo kruznice (Ws) i (W7) translatiranjem sredista kruznica
(W7) 1 (W3) okomito na pravac AB te uvedimo i kruznicu (W) ¢ije je srediste
na polovistu duzine WgW7. Dodge je komentirao u [3] kako te kruznice, kao
obicne translacije, ne bi bile posebno zanimljive da nije pronasao razlog zbog
kojega bi ih se trebalo razmotriti. Naime, zajednicka tangenta polukruznice
« 1 kruznice (W7) prolazi kroz tocku B. Takoder, zajednicka tangenta polu-
kruznice « i kruznice (Wy) prolazi kroz srediste polukruznice 3. Dokazimo
ova svojstva.

W,

A Wet Ws Wy Oy B

1
1
1
1
1
*
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Slika 10a.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Teorem 3.5. Zajednicka tangenta t polukruznice o, odnosno (3, i kruznice
(W7), odnosno (Ws), prolazi kroz tocku B, odnosno A. Takoder, zajednicka
tangenta t polukruznice o, odnosno (3, i kruznice (Wg) prolazi kroz srediste
polukruznice 3, odnosno «.

Slika 10b.

Dokaz. Neka je tocka T dodirna tocka tangente ¢ i polukruznice « te neka je
tocka Ty dodirna tocka tangente ¢ i kruznice (W7). Ako tangenti ¢ povucemo
paralelan pravac t’ u tocki W5, dobit ¢emo pravokutan trokut O, W5 gdje je
T} presjeciste duzine O;T; i praveca t'. Sada je |T1W7| = |11Ts|, a iz trokuta
O1T{W7 pomoc¢u Pitagorina poucka zakljuéujemo da je

|T1T2|2 = ’T{WﬂQ = (n —1—p)2 — (1 —p)% = 4rp.
U pravokutnom trokutu W;T, B vrijedi
I TyBJ* = (2ry — p)? — p* = 4r — 4rap,
a u pravokutnom trokutu O,77 B vrijedi
T\ B|? = (2ry +71)* — 12 = 473 + 411y,
Sada je dovoljno provjeriti da je
L[ + |T2B| = [Ty B,

to jest
2¢/T1p + 24/7Ta(r2 — p) = 24/7a(12 +11).
Uzmimo, jednostavnosti radi, r; + ro = 1. Sada je

rirs /(e — i) = Vi,
T1y/T2 + 12/T2 = /T2,

T1+7’2:1
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3 Familije kruznica u arbelosu

pa zakljucujemo da jednakost vrijedi.
Kako smo pokazali da je |T7T»| + |T2B| = |T1B|, prema nejednakosti
trokuta slijedi da su tocke T, T5 i B kolinearne.
Analogni postupak vrijedi za slucaj kruznice (Ws), a uz malu promjenu
oznaka analogno se dokazuje i slucaj kruznice (Wy).
O

Ozna¢imo sada s E presjeciste pravca AD i polukruznice «, s F' pre-
sjeciste pravca BD i polukruznice 3 i s L presjeciste pravaca EF i C'D. Veé
smo u propoziciji 2.4 pokazali da je ¢etverokut CF DE pravokutnik. Neka
je sada g simetrala duzine ED. Ako kruznicu (W,) zrcalimo s obzirom na
simetralu g, slika ¢e biti kruznica (Wy) koja prolazi tockom E. Ako kruznicu
(Wy) zrcalimo s obzirom na tocku L, slika ¢e biti kruznica (W) koja prolazi
tockom F'. Naposljetku, ako kruznicu (W}) zrcalimo s obzirom na tocku L,
slika ¢e biti kruznica (W) koja prolazi tockom C.

A

Slika 11.

Nakon sto je Dodge odrzao predavanje o prvih jedanaest Arhimedovih
kruznica, Jonathan Dearing, tada student, ukazao je na kruznicu (Wis) €iji
je promjer na pravcu D'D i jednak je udaljenosti izmedu sredista kruznica
(Wy) i (W) [3]. Ocito je da je promjer kruznice (Wj3) jednak dvostrukom
radijusu Arhimedovih kruznica pa je tako i (Wis) jos jedan ¢lan familije
Arhimedovih kruznica.

Slika 12.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Sastavljajuéi dokaze za tvrdnje iznesene u [3], Dodge je primijetio jos
dvije Arhimedove kruznice (Way) i (Was). Te kruznice su translacije kruznica
(Ws) 1 (Wr), to jest, sredista im se nalaze na kruznicama (W) i (W5) i diraju
pravac AB.

D

Slika 13.

3.3 Schochove kruznice

Martin Gardner® je 1979. godine napisao ¢lanak o Bankoffovoj tre¢oj kruznici
koji je inspirirao Thomasa Schocha, tada studenta u Njemackoj, da pokusa
pronaci jos nekoliko Arhimedovih kruznica. Neke od Schochovih kruznica bit
¢e opisane u slijede¢im teoremima.

Promotrimo slijedeéi teorem.

Teorem 3.6. Neka je tocka My, odnosno Msy, presjeciste kruznice A(C),
odnosno B(C), i polukruznice v. Tada kruznica (Wh3), odnosno (Wiy), koja

rire

prolazi tockom My, odnosno My, i dira pravac CD ima radijus p = =
rira

T

A | B

Slika 14.

®Martin Gardner (1914.), popularni americki pisac matematickih i znanstvenih tema.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Dokaz. Uzmimo, jednostavnosti radi, da je d = dy +doy = 1, tj. da je
p = 2rire. Smjestimo tocku A u ishodiste koordinatnog sustava. Tada je
jednadzba kruznice A(C') dana s:

o 4y =,

a jednadzba polukruznice v je dana sa

1 1\°
w-gre=(3) . w20

Iz ovih dviju jednadzbi mozemo odrediti apscisu presjecista polukruznice
v ikruznice A(C), tj. apscisu tocke M. Slijedi da je apscisa tocke M; jednaka
r = d3. Sada je udaljenost izmedu tocke (d?,0), tj. tocke My = (d?, yo) i
pravca C'D, tj. pravca x = d; jednaka

d1 — d% = dl(l — d1> = d1d2 = 47"17’2.

Ocigledno je 4r1ry dvostruko veéa duljina od duljine radijusa kruznice (Wi3),
pa je poloviste te duljine jednako 2riry = p.
Analognim postupkom dokazuje se da je kruznica (Wy4) Arhimedova.
O

Translatiranjem sredista kruznica (Wi3) i (Wi4) na os apscisa ponovo se
dobivaju prije spomenute Dodgeove kruznice (Ws) i (W7).

Slijede¢a kruznica, za koju je Schoch pokazao da je Arhimedova, je kruznica
koja iznutra dira polukruznicu +, a kruznice A(C') i B(C) dira izvana. Na-

zovimo tu kruznicu (Wys).
% N
¥
o ¢ B

Slika 15.

Teorem 3.7. Radijus kruznice (Wis) jednak je p = 22 = 12,

Dokaz. Promotrimo trokute AOW15 1 BOW75. Oznacimo sa ¢ kut ZAOW5.
Tada je kut ZBOW5 jednak 180 — . Prema poucku o kosinusu kuta vrijedi

(2ry + ) = (r1+712)? + (r1 + 12 — )% — 2(r1 +12)(r1 + 72 — x) cOs @,

18



3 Familije kruznica u arbelosu

(27”2 + 5(7)2 = (7”1 + 7“2)2 + (7”1 + 7o — JJ)Z + 2(7’1 + 7”2)(7“1 + 1o — QZ) COS .

Nakon zbrajanja ovih dviju jednakosti, slijedi da je z = 222

Kruznica (Wi5) je zapravo upisana kruznica zakrivljenog trokuta C My M.
O

Spustimo sada iz tocke W5 okomicu na pravac AB i presjeciSte te okomice
sa pravecem AB neka je tocka K. Tada je kruznica (W), cije se srediste
nalazi na pravcu KWis i koja izvana dira polukruznica « i 3, Arhimedova.

A C|K B
Slika 16.

Prije nego sto dokazemo ovu tvrdnju, pronadimo prvo polozaj pravca
KWis u koordinatnom sustavu sa ishodistem u tocki C'.

Pri razmatranju Arhimedovih kruznica, Peter Woo je opazio neka svojstva
koja se ticu pravca KWis (koja ée biti obradena u poglavlju 3.4) a taj je
pravac nazvao Schochovim pravcem.

Definicija 3.1. Schochov pravac je pravac koji je u sredistu kruznice (Wis)
okomit na pravac AB.

Odredimo jednadzbu Schochovog pravca u koordinatnom sustavu s is-
hodistem u tocki C.

Teorem 3.8. JednadzZba Schochovog pravca u koordinatnom sustavu s is-
hodistem u tockt C' dana je dana s

. 7“17’2(7”1 - 7“2)

(Tl + 7’2)2

Dokaz. Oznacimo koordinate tocke Wis sa Wis = (9, yo). Kruznica (Wis)
je Arhimedova pa je njen radijus jednak p. Neka je tocka K presjeciste
Schochovog pravca i pravca AB, a neka je x udaljenost od tocke C' do tocke
K, tj. K = (z,0). Sada iz trokuta AKWy5 i BKWj slijedi

yo = (2r1 +p)* — (2r1 + 2)°,
2

yo = (2ra +p)* — (2r, — 2)*.
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Iz gornjih dviju jednakosti slijedi da je

1+ 7

7“1—7”2.

172
ri+r2

Radijus kruznice (W35) je p, tj. p = . Ako uvrstimo p u gornju jednakost,

rir2(r1—72)

slijedi da je x = i)

]

Koristenje ovog rezultata i Pitagorinog poucka, jednostavno se pokazuje
da je kruznica (W) Arhimedova.

Teorem 3.9. Radijus kruznice (Wig) jednak je p = -2 = 1z

r1+ro r

Dokaz. Neka je |[KWis| = y, |CK| = z i neka je radijus kruznice (W)
jednak g. Iz pravokutnih trokuta O KWig 1 O1 KWig slijedi

v =(r1+q)°— (rn+x)?
v =(ro+q)* — (ro — 2)°.

ritre
rL—r2

|CK]|, tj. udaljenost Schochovog pravca od tocke C, tj. z = Lr20=r2) gada

! . . o (r1+r2)?
je ocito da je ¢ = ;2= =p.

Izjednacavanjem ovih dviju jednakosti slijedi da je ¢ = 2 2%, gdje je v =

]

Oznacimo s V' presjeciste Schochovog pravca i polukruznice . Neka je
tocka O" poloviste duzine O;0,. Ako konstruiramo polukruznicu (O') ¢ije
je srediste tocka O, a radijus jednak 1/0;0,], onda ¢e kruznica (Wi7), koja
prolazi tockom V' i izvana dira polukruznicu (O'), biti Arhimedova.

V

A O, OC K 0, B

Slika 17.

Teorem 3.10. Radijus kruznice (Wi7) jednak je p = 12 = 12

ri+r2 ot

Dokaz. Postavimo ponovo tocku C' kao ishodiste koordinatnog sustava i oznac¢imo
s ¢ radijus kruznice (Wi7), a sa O’ poloviste duzine O;0,. Koordinate tocke

O’ su (%5,0).

20



3 Familije kruznica u arbelosu

Promotrimo li pravokutan trokut O'KV, s pravim kutom u tocki K,
uociti ¢emo da vrijedi

O'VIFIKV[ + |[KO')? (3.1)
gdje je [O'V| = 2 +2¢, |[KO'| = ”(:21(1;2_)";2) — 277, Duljina duzine [KV/|

biti ¢e jednaka ordinati tocke V. Tocka V' je presjeciste polukruznice ~ i
Schochovog pravca pa vrijedi

(x— (rg — 7)) + % = (11 +12)?,

_ 7"17"2(7'1 - 7"2)
(7“1 + 7"2)2

iz ¢cega slijedi da je
2
|KV|2 .2 (T‘ + )2 o T1T2(r1 - TZ) - ( . )
=Yy ={rn-—nm —(7"1 T 7“2)2 To — 1T .
Uvrstavanjem |O'V|], |[KV|i |KO'| u (3.1) dobivamo da je ¢ = 72 = p.

ri+ry

Neka je tocka U presjeciste polukruznice (O') i Schochovog pravea. Kruznica
(W1s) odredena tockama U, K i C' je Arhimedova.

v

A O, C|K 0O, B
Slika 18.

Teorem 3.11. Radijus kruznice (Wig) jednak je p = 12 = 1z,

14712 r

Dokaz. Slicno kao i u teoremu 3.10 radijus kruznice (Wig) ozna¢imo sa g i
promotrimo pravokutni trokut C KU s pravim kutom u tocki K. Ocito je da
je duzina UC' promjer kruznice (Wig) pa iz Pitagorinog poucka vrijedi

4¢° = [UK|* + |CK|? (3.2)

gdje je |[CK| = %, a duljina duzine UK jednaka ordinati tocke U.

Tocka U je presjeciste polukruznice (O') i Schochovog pravca pa vrijedi

(x_rg—r1)2+ 2 _ T+ T2 2
2 Y 2
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o r172(r1 — T2)

(r1 +12)?
|UK|2 :y2 _ (7’1+7’2)2 _ <7“17'2(T'1 —7“2) - 79 —7”1)2
2 (T1+T2)2 2

rTir2

Uvrstavanjem svih vrijednosti u (3.2) dobivamo da je ¢ = ;72 = p.

O

Neka je P tocka na polukruznici (O') takva da kruznica sa sredistem u
toj tocki dira polukruznice o i 3. Tada je kruznica, koja dira pravac AB i
prolazi tockom P, Arhimedova.

B

A O, cTp O, B

Slika 19.

Teorem 3.12. Radijus kruznice (Whg) jednak je p = -2 = 12,

r1+72 r

Dokaz. Neka je tocka P’ noziSte okomice iz tocke P na pravac AB. Promo-
trimo trokute O;CP, CP'P i O, PC. Ozna¢imo duzinu C P’ s z, duzinu C P
s v, a radijus kruznice (P) sa s. Iz poucka o kosinusu kuta u trokutu O,CP,
odnosno Oy PC slijedi

ro —7
2

2
(ri+s)* =12+ ( ) — 21 2 5 ™ cos (£LO,CP),

2
(1o +8)* =75 + (7’2 5 Tl) + 27y 2 5 ™ cos (£L0,CP).
Trokut C'P'P je pravokutan, s pravim kutom u tocki P’, pa je

2
o —T
2 = — 2
2

2riro
ritry’

Rjesavanjem ovih jednadzbi po v dobivamo v = odnosno v = 2p §to je

promjer Arhimedove kruznice.
]
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Spomenimo, bez dokaza, jos neke Schochove kruznice. Neka su @)1, Q21 Q)
presjecista simetrala duzina AC', C'B, AB i polukruznica «, 3, 7. Ozna¢imo
s (@) kruznicu promjera |Q1Qs|. Ta kruznica sadrzi tocke @, @1, O i C.
Oznacimo s I drugo presjeciste kruznice (Q') i polukruznice 7y te s R, odnosno
Y, presjek duzine Q1Q2 i duzine OQ), odnosno C'D. Kruznica promjera |QR)|
je kruznica (Wy), a kruznica promjera |[1Y] je kruznica (Wy).

Q
1
R
A 0O, O

Slika 20.

Oznacimo sa C) presjek kruznice (W7) i pravca AB (drugo presjeciste
je tocka C'). Neka je tocka Was presjek duzine @Q;C i Schochovog pravca.
Kruznica (Wa2) je kruznica sa sredistem u tocki Wy koja kao tangentu ima
pravac AB. Kruznica (Wa3) je kruznica ¢ije je srediste presjek Schochovog
pravca i pravca AB i koja prolazi tockom Ws,.

Q1

A C\

Slika 21.

Spomenimo jos i kruznicu (Wa7) koja izvana dira kruznicu (Wis) i prolazi
tockom C'.
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A CA B
Slika 22.

Proucavajuci Schochov rad, Dodge je otkrio jos jednu Arhimedovu kruznicu,
kruznicu (Was), koja je simetricna kruznici (Ws;) s obzirom na poloviste
duzine Q1Q); i prolazi tockom R.

Q
o
R
Wae®
A O O

Slika 23.

3.4 Wooove kruznice

U ovom ¢e poglavlju biti opisana beskona¢na familija Arhimedovih kruznica
koju je otkrio Peter Woo®. Prisjetimo se Schochove kruznice (W;5) iz teorema
3.7. Ta kruznica je iznutra dirala polukruznicu v, a kruznice A(C) i B(C),
¢iji su radijusi dvostruko veéi od radijusa polukruznica « i (3, dirala je iz-
vana. Woo je promatrao §to se dogada ako se radijusi kruznica A(C) i B(C)
povecaju n puta, za pozitivan broj n, tako da i dalje prolaze kroz tocku C, a
srediste im ostaje na praveu AB. Woo je s ”iznenadenjem primijetio” [3] da
¢e sredista Arhimedovih kruznica, koje diraju n puta ”povecane” kruznice
A(C) i B(C), biti na Schochovom pravcu.

Wooova ¢e opazanja detaljnije biti navedena u Wooovom teoremu, no
prije toga, uvedimo oznake.

Pravac C'D ¢e ponovo biti pravac koji je u tocki C' okomit na pravac
AB. Nadalje, neka su (0)) i (O) polukruznice takve da im je pravac C'D

6Peter Woo, americki matematicar, profesor na Sveuéilistu Biola.
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zajednicka tangenta, a sredista im se nalaze na pravcu AB, tj. srediste O,
polukruznice (O),) nalazi se na polupraveu C' A, a srediste O, polukruznice
(O7) na polupravcu C'B. Neka je radijus kruznice (O),) n puta veéi od radi-
jusa polukruznice «, a radijus kruznice (O;) neka je n puta veci od radijusa
polukruznice 3.

o, A CA B 0O
Slika 24.

Teorem 3.13 (Wooov teorem). Neka je n bilo koji pozitivni realni broj. Tada
se srediste kruznice (U,), ¢iji je radijus jednak radijusu Arhimedovih kruznica
i koja izvana dira polukruznice (O,)) i (O.), nalazi na Schochovom pravcu.

Obratno, bilo koja kruznica (U,),cije se srediste nalazi na Schochovom

praveu iznad visine 2r1r2“—;r7f;)2 i ¢igi je radijus jednak radijusu Arhimedovih

. . . , . . . . ’ . " . . . .
kruznica, izvana ée dirati polukruznice (O,)) 1 (O,,), za neki ne-negativni realni
broj n.

Dokaz. Jednostavnosti radi, neka je r| + ro = 1.

Smjestimo arbelos u koordinatni sustav tako da je tocka C' ishodiste ko-
ordinatnog sustava, pravac AB je os apscisa, a pravac C'D je os ordinata.
Oznac¢imo koordinate sredista kruznice (U,,) sa U, = (z,y). Radijus od (U,,)
jednak je riro. Sada vrijedi

|OInUn| =nry+ rira,

0, Un| = niry + 1173,
10,Un > = |00 UL = (nry 4 1112)? — (nrg + 1179) .

Iz pravokutnog trokuta O, KU,, gdje je tocka K presjeciste Schochovog
pravca i pravca AB slijedi

0, U, 1> = 9% + (nry + 2)%
Sli¢no, iz pravokutnog trokuta O;:K U, slijedi
10, U, |2 = o + (nry — )2
Sada vrijedi
0, Up =0, Uy |* = (nr147172)? = (nra+r113)? = 4+ (nr1+3)°— (i +(nre—z)?),
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(nry +117r9)? — (nry + 1112)? = (nry +2)? — (nry — 2)?,
2nrire(ry — re) = 2n(ry + ro).

Sada je x = ryra(r; — 12), $to je jednadzba Schochovog pravea za ri+1y = 1.

Obratno, promotrimo kruznicu (W1;) = (Up). Ona ima srediste u tocki
Wiy, prolazi tockom C'i pravac AB dira u tocki K pa u pravokutnom trokutu
C KWy vrijedi

2 rire 2 7“17”2(7”1—7“2) 2
|[KWn|® = N\
T1 —|—T2 (Tl +’f’2)
|KW | _ 27”17“2\/7‘17“2

te je obrat teorema zadovoljen.
O

Paul Yiu” je kao posebnu Wooovu kruznicu istaknuo kruznicu (Wag) koja
izvana dira polukruznicu v u tocki D, koja je dodirna tocka kruznice (Wy) i
polukruznice 7. Ta kruznica je zrcalno simetri¢na slika kruznice (W,) s ob-
zirom na tocku D. Dokaz ove tvrdnje slijedi iz slicnosti pravokutnih trokuta
OCD i W,C'D gdje je tocka C' presjeciste pravca C'D i okomice iz tocke W,
na pravac C'D.

Wag
D
]
A 0 c B
Slika 25.
Vrijedi

|OD| _ [W,D| iy IWaD
/ p 1oy — 132)
w. =—(ry — = - 2

[WaC’| T(Tl ) (n + 1)

"Paul Yiu, americ¢ki matematicar, profesor na Sveuéilistu u Floridi.
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Udaljenost tocke Wy do pravca C'D jednaka je udaljenosti Schochovog pravca
do pravca C'D pa Ce zrcalno simetri¢na slika tocke Wy, s obzirom na tocku D,
biti tocka na Schochovom praveu koja je od tocke D udaljena za |[W,D| = p.

3.5 Powerove kruznice

U ovom poglavlju ¢e biti obradene ¢etiri Arhimedove kruznice, $to ih je otkrio
Frank Power.

Teorem 3.14. Neka su Oy, Oy i O sredista polukruznica o, B i y. Neka je
Q1 presjeciste okomice iz tocke Oy na pravac AB i polukruznice «, a neka
je Qo presjeciste okomice iz tocke Oy na pravac AB i polukruznice 5. Tada

kruznica (C1), koja iznutra dira polukruznicu v i koja je tangentna pravcu
OQn, ima radijus p = ;272 = 22 Takoder, kruznica (Cs), koja iznutra dira

polukruznicu v i koja je tangentna pravcu OQs, tma radijus p.

Slika 26.

Dokaz. Postoje dvije kruznice koje iznutra diraju polukruznicu v i koje su
tangente pravcu O@;. Oznacimo s q radijus tih kruznica. Mozemo primijetiti
da vrijedi
|0Q1” = [0:1Q1* + |00\ = 1] + 73,
((r+72) = q)* = (ri{ +73) + ¢,

iz cega slijedi ¢ = L2 = p. Analognim postupkom dokazuje se da je radijus

ri+r2
dviju kruznica, koje iznutra diraju polukruznicu 7 i koje diraju pravac OQ),
jednak p = 2. = 2
ri1+re r

]

3.6 Lamoenove kruznice

U ovom poglavlju ¢e biti opisane neke Arhimedove kruznice koje je otkrio
Floor van Lamoen®. Lamoenove kruZnice koje ée se obraditi povezane su sa
polukruznicom (O'), ¢ije se srediste nalazi na polovistu duzine O10,.

8Floor van Lamoen (1966.), nizozemski matematicar.
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Promotrimo presjeciste polukruznice O" s polukruznicom «, odnosno (3, i
oznacCimo ta presjecista s K7, odnosno K,. Tada je kruznica, sa sredistem u
tocki K7, odnosno Ks, koja dira pravac C'D, Arhimedova.

D
K,
Ky
A o, T C Os B
Slika 27.
Teorem 3.15. Radijus kruznica (K1) i (K3) jednak je p = 2 = 12,

Dokaz. Neka je tocka T noziste okomice iz tocke K; na pravac AB. Sada iz
pravokutnog trokuta Oy K701 slijedi

3

r1+ 7o

|OiT| =

Oznac¢imo sa x radijus kruznice (K;). Vrijedi

T’% 172

T1+7’2 T1+T’2

Analogni postupak vrijedi za kruznicu K.
O

Lamoen je dodao da tangenta kruznice A(C) u tocki presjecista kruznice
(Wh3) 1 polukruznica A(C) i v dira i kruznicu (K;). Takoder, tangenta
kruznice B(C') u tocki presjecista kruznice (Wi4) i polukruznica B(C) i v
dira kruznicu (Ks).

Kada je Paul Yiu razmatrao Lamoenove radove, zakljucio je da je kruznica
(K3), cije srediste se nalazi na pravcu C'D i koja dira polukruznicu v, Arhi-
medova. Primjetimo da kruznica (K3) dira polukruznicu 7 u tocki razlic¢itoj
od D kada je r1 # ro.
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D
A O 00 C O B
Slika 28.
Teorem 3.16. Radijus kruznice (K3) jednak je p = o = Tz

Dokaz. Neka je x radijus kruznice (K3). Promotrimo pravokutne trokute

OCK3 i O'CKjs. Vrijedi
0K — (00T = [0'Kf? — (OO

(T . x)Q . (rl . 7“2)2 _ (g +x)2 o (7'1 ;7“2)2’
iz cega slijedi da je x = =22,
O

Lamoen je opazio da Arhimedova kruznica (W3) iznutra dira polukruznicu
(0"), stoga je zakljucio da postoji jos jedna Arhimedova kruznica, (Kj),
koja dira polukruznicu (O’) i pravac AB. Uz kruznicu (Kj), Lamoen je
primijetio kruznicu (Kj3), koja dira polukruznicu (O’) i kruznicu (W3) u tocki
Tj, te prolazi kroz tocku P, koja je dodirna tocka upisane kruznice arbelosa
i polukruznice 7.

L
s
I3 ,’:
TCF o B
Slika 29.
Teorem 3.17. i) Kruznica (Ws) iznutra dira polukruznicu (O'),

it) radijus kruZnica (Ky) i (K;) jednak je p = 2 = H2. Stovise,
kruznica (Ks) prolazi dodirnom tockom P wupisane kruznice arbelosa

i polukruznice ~y.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Dokaz. 1) Neka je T3 tocka na polukruznici (O"). Tada je |O'Ts| = %.

ii)

2
Sada iz pravokutnog trokuta CO'Wj slijedi

r? 412
|OIW3‘ - L 2.
2r
Prema tome je
r r? + r2 179
Wil = = — 12 =
| 3 3| 2 2r T

pa je T3 dodirna tocka polukruznice (O’) i kruznice (W;).
Kruznica (Kj) je zrcalno simetricna slika kruznice (W3) s obzirom na
simetralu duzine 0,05 pa im je i radijus jednak.

Oznacimo s F3 noziste okomice iz tocke T3 na pravac AB. Iz sli¢nosti
trokuta O'F3T3 1 O'CW3 vrijedi

|O' F3| B |0'C|
|OT3| |O'Ws|
pa je
r _ 2
OF| =2 |00 =22
OF| = 21001 = S

iz ¢ega slijedi da je
|01F3|Z ‘F?,Ogl == T%I 7’%,

pa je
|01T3|Z |T302| =T1:T9,

Sto znaci da simetrala kuta Z0;T30, prolazi tockom C'.

Analogno tome, simetrala kuta ZAPB prolazi tockom C| iz cega sli-
jedi da su tocke C', T5 i P kolinearne. Sada je kruznica (K5) zrcalno
simetri¢na slika kruznice (W3) s obzirom na tocku T3 pa im je i radijus
jednak te prolazi tockom P koja je slika tocke C.

O

Oznacimo presjeciste kruznice A(C'), odnosno B(C'), i polukruznice v s
Ag, odnosno Bg. Kruznica (Kg), ¢ije se srediste nalazi na okomici pravea AB
iz tocke Ag i koja dira polukruznicu (O') i kruznicu A(C), je Arhimedova.
Ocito je da mozemo identi¢nu tvrdnju uspostaviti i za kruznicu (K7), ¢ije
srediste se nalazi na okomici pravca AB iz tocke B; i koja dira kruznicu
B(C) i polukruznicu (0’).
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Ag D
B
Kg
K-
A 01 S O’AC 0,|S; B

Slika 30.
Teorem 3.18. Radijus kruznica (Kg) i (K7) jednak je p = -2 = ™2,

r1+7r2 r

Dokaz. Postavimo tocku C kao ishodiste koordinatnog sustava i oznac¢imo
sa Sg presjeciSte pravca AB i okomicu pravca AB iz tocke Ag. Tocka Sg je
ortogonalna projekcija tocke Ag na pravac AB pa je njena apscisa ista kao
apscisa tocke Ag, tj. kao apscisa presjeka kruznice A(C') i polukruznice 7. Iz

(x+2r)* + y* = 43,

(x = (rg =m))* +y* =1"
slijedi da je x = —2-22 = —2p. Dakle, duljina duzine O’Sg jednaka je

ri+r2
2p + =5, a duljina duzine ASg jednaka je 2(r; — p). Ako s x oznacimo

radijus kruznice (Kj), onda iz pravokutnih trokuta ASgKg i O'SgKg slijedi

2 2
r 4+ ro —1T
( ! 5 2 —i—x) — <2p+ 2 5 1) :(2T1—x)2—4(r1—p)2

paje r = p.
Analognim postupkom se dokazuje da je radijus kruznice (K7) takoder
jednak p.
O

Oznacimo s A’, odnosno B’, presjeciste kruznice A(C'), odnosno B(C), i
pravca AB razli¢ito od tocke C'. Kruznica (K3), koja dira tangentu polu-
kruznice (3 iz tocke A’ i pravac AgSg iz prethodnog teorema, je Arhimedova.
Analogno tome, kruznica (Ky), koja dira tangentu polukruznice « iz tocke
B’ i pravac B7S7, je Arhimedova.

As p

A A Ks|%0 S:|KoB B~—~—_

Slika 31.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Teorem 3.19. Radijus kruznica (Kg) i (Ko) jednak je p = - = 12,

r1+7r2 r

Dokaz. Oznacimo s z radijus kruznice (Kg), s K§ tocku dodira kruznice (Ks)
i tangente polukruznice 3 iz tocke A’ te s O} tocku dodira polukruznice 3
i tangente polukruznice § iz tocke A’. Iz pravokutnih trokuta A'KgK{ i
A'O50) vrijedi

|A'Kg|  [A'Oq

[KsK§| (005"

4ry + 7o _Adr—2p—x

T2 i

Y

iz ¢ega slijedi x = p.
Analogni postupak vrijedi za kruznicu (Ky). O

Lamoen je dodao jos ¢etiri Arhimedove kruznice koje se vezu uz kruznicu
(@), tj. kruznicu koja sadrzi tocke O, C, @, P, Q1 i (2, gdje je tocka
@ presjeciste polukruznice v i okomice na pravac AB iz tocke O, tocka P
dodirna tocka polukruznice ~ i arbelosu upisane kruznice, tocka ), presjeciste
polukruznice « i okomice na pravac AB iz tocke Oq, tocka (o presjeciste
polukruznice i okomice na pravac AB iz tocke O,.

Kruznica (Q') sijec¢e polukruznicu (O') u tockama K1 i K77 pa su kruznice,
Cija su sredista u tim tockama, i koje diraju pravac AB, Arhimedove.

Promotrimo i kruznicu Q(C'). Ona sijece polukruznicu v u dvije tocke,
K}, i K{5. Udaljenost tih totaka od pravca AB jednaka je 22 = 2p pa
ako s K, odnosno K3, ozna¢imo poloviste udaljenosti izmedu tocke K7,
odnosno K1, do pravca AB, tada ¢e kruznica (Ki2), odnosno (Ki3), biti
Arhimedova i dirat ¢e pravac AB.

D
QT
/ @ "I Q' ' /
K \\ II
12 o, 13
[ 7 11
*Kio 10 K
A 01 O C 02 B
Slika 32.
Teorem 3.20. Radijus kruznica (Kyo), (K1), (Ki2) @ (Ki3) jednak je p =
e

Dokaz. 1z teorema 2.1 znamo da je radijus kruznice (Q') jednak @

Kako je tocka Ko presjeciste kruznica (@) i (O'), njenu ordinatu mozemo
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3 Familije kruznica u arbelosu

dobiti kao ordinatu zajednickog rjesenja jednadzbi kruznica (Q') i (0’), tj.
2

ry — 1 r
(I—%)QJF?JQ:Z,

2 .2

T2 =Ty T Tt

iz cega slijedi y = 22 = p.
Takoder, tocka K7, je presjeciste kruznice Q(C') i polukruznice v, pa njenu

ordinatu mozemo dobiti kao ordinatu zajednickog rjesenja jednadzbi
(= (ra = m))* +y* =17,
(x = (ra=m))’ + (y =7 =1+ (rs = 11)?,
iz ¢ega slijedi y = %ﬂ = 2p.
Kako je tocka Kj5 poloviste udaljenosti tocke K}, do pravca AB, njena

je ordinata jednaka "2 = p, to jest kruznica (K12) je Arhimedova.
Analogni postupak vrijedi i za kruznice (K17) 1 (Ki3). [

Slijedece cetiri Arhimedove kruznice Lamoen uvodi pomo¢u homotetije
pa zapocnimo s njenom definicijom.

Definicija 3.2. Neka je O tocka u ravnini. Transformacija koja tocki X
ravnine pridruzuje tocku X' tako da je

s —
O0X =\ 0X,

gdje je X realan broj razlicit od nule, zove se homotetija. Tocka O je srediste,
a broj A koeficijent homotetije. Homotetiju éemo oznacavati s h(O, ).

Zmnacajna svojstva homotetije su oc¢uvanje orijentacije i kutova.

Mozemo primijetiti da su polukruznice A(C'), B(C) i 7 slike polukruznica
a, § i (0') kada se na njih primijeni homotetija h(C,2). Iz toga slijedi da
polukruznice A(C'), B(C) i v imaju zajednicku tangentu ¢ koja je paralelna
zajednickoj tangenti polukruznica a, 5 i (O'). Prema tome, kruznica (K14),
odnosno (K735), koja dira tangentu ¢ i polukruznicu A(C'), odnosno B(C'), je
Arhimedova, kao i Bankoffova ¢etvrta kruznica (Wy).

Slika 33.
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3 Familije kruznica u arbelosu

Promotrit éemo jos jedno svojstvo kruznica (K14) 1 (Kj5).
Teorem 3.21. Kruznice (Ki4) i (Ki5) izvana diraju polukruznicu .

Dokaz. Oznacimo sa d zajednicku tangentu polukruznica o, #i (O’). Uda-
ljenost od tocke A do tangente t jednaka je
2riry 213

2ry —2p =2r; — =
r r

pa je udaljenost od tocke A do tocke Ky, jednaka M Neka je Fiy
noziste visine iz tocke K4 na pravac AB. Iz teorema 2.1 znamo da je |CD| =
2,/r119 pa iz slicnosti trokuta OCD i trokuta AF4K4 slijedi da je

2./ 9 9
Pl = 2072 g, = 2T )

r

I

To —T1 T3 4 drirs + driry — 13

r

|OF14‘ =7r+ . |AK14’ =

Rac¢unom mozemo utvrditi da je
|K14F14)? 4+ |OF | = (r + p)*.

Analogni postupak vrijedi za kruznicu (K7s).

]

Lamoen je dodao da pravac O; K5 prolazi kroz dodirnu tocku pravca d i
polukruznice [ te da se ta tocka nalazi i na kruznici O;(D).

Primijenimo sada homotetiju h(A, A),\ € R\ {0} na polukruznice v i «
tako da kao slike dobijemo polukruznice (£2)) 1 (U»).

Oznacimo s Uy(q) kruznicu sa sredistem u tocki Uy i radijusom ¢ koja
dira polukruznice (£2)) i (V) i pravac C'D. Pokazat ¢emo da je ta kruznica
Arhimedova.

T1iT2

Teorem 3.22. Radijus kruznice Uyx(q) jednak je p = 12 = 1z,

r1+72 T
Dokaz. Neka je Uj noziste okomice iz tocke Uy na pravac AB.
/
U\
A Ul 4 [, Oy
Slika 34a.
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Vrijedi
US| = Ar — 211 + g,
[USUAl = (A =2)r1 +¢.
Iz pravokutnih trokuta U Ui, 1 UyU W, vrijedi (vidi 34a. sliku za A = 2)
(A1 4+9)* = (A =2)r1 +)° = (\r = q)* = (\r — 211 +¢)?

rira

paje qg= "2 =p. O

Ovim teoremom smo definirali jednu beskona¢nu familiju Arhimedovih
kruznica u kojoj za A = 2 dobivamo kruznice (Kig) i (K17), a za A = 1
Arhimedove blizance.

A O,0C" O, B
Slika 34b.

.....

salinon (vidi sliku 35.), otkrio nekoliko generalizacija nekih Arhimedovih
kruznica.

Slika 35.
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4 Generalizacija Arhimedovih kruznica

4.1 Generalizacija Schochovih i Wooovih kruznica

Hiroshi Okumura® i Masayuki Watanabe!® dali su 2004. godine generalizaciju
prije spomenute Schochove kruznice (Wi5) = (Us) i Wooove kruznice (U,) u
¢lanku [6]. Promatrali su sto se dogada s kruznicama (Wi5) = (Us) i U,, ako
sredista kruznica A(C') i B(C') postavimo u toc¢ku (£n, 0), za bilo koji realni
broj n.

Uvedimo oznake. Neka je arbelos dan kao na slici 36, neka se polukruznice
a i f diraju u ishodistu koordinatnog sustava C' = (0,0) tako da se polu-
kruznica « nalazi u prvom kvadrantu, a polukruznica  u drugom te neka je
srediste polukruznice o, odnosno 3, u tocki (ry,0), odnosno (—rg,0).

Slika 36.

Zan € R neka je a(n), odnosno 3(n), polukruznica u gornjoj poluravnini
sa sredistem N = (n,0), odnosno N' = (—n,0) i radijusom |ON|, odnosno
|ION’|. Ocito je a(ry) = a i B(rs) = S.

Mozemo primijetiti da su uz gornje oznake teoremi 3.6 i 3.7 dobro defi-
nirani, tj. da je udaljenost presjecista polukruznice «(2r1) i polukruznice =y
do osi ordinata jednaka 2p te da je kruznica, koja iznutra dira polukruznicu
7 i polukruznice a(2r1) i 5(2r3), Arhimedova.

4.1.1 Generalizacija Schochove kruznice (W)

7. ’ . . . v “ . ’ . e .
Neka su 7 i r, realni brojevi. Uo¢imo da polukruznica «(r;) dira « ili izvana
iy . . . .o e ! e, ’
ili iznutra ovisno o tome je li r; > 0 ili r; < 0. Pretpostaviti ¢emo da a(ry)

9Hiroshi Okumura, japanski matemati¢ar, profesor na Maebashi Institute of Technology
10Masayuki Watanabe, japanski matemati¢ar, profesor na Maebashi Institute of Tech-
nology
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lezi u prvom kvadrantu, a 3(r,) u drugom.
Oznagimo sada sa C(ry,7,) kruznicu koja dira polukruznicu v iznutra, a
polukruznice o(r}) i B(ry) izvana u tockama razlicitima od O.

! !
rire(ry+ry)

- .. ’ ’ . .
Teorem 4.1. Radijus kruznice C(ry,14) jednak je ———1—2—.
riT+r2ry+riTy

Dokaz. Oznac¢imo s x radijus kruznice koja polukruznicu v dira izvana, a
polukruznice a(r}) i B(ry) dira u totkama razlicitima od ishodista.

Imamo dva slucaja. U prvom prije spomenuta kruznica dira i o(r}) i B(ry)
izvana, a u drugom dira a(r}) i B(ry) iznutra. No, u oba slu¢aja ako primi-
jenimo poucak o kosinusu kuta, vrijedi:

(ry — 1y +19)2 + (1 + 1y — 2)% — (15 + )2
2(7”1 — 79 + T’;)(Tl + o — 33)

(ry — (r1 — 1)) 4 (1 + 1 — )2 — (1] + 2)?
2(ry — (ry — o)) (ry + 19 — @) '

/ /
.. . . . . . . +
Rjesavanjem ove jednadzbe proizlazi da je x = _ruralrytry) [l
T1r1+r27‘2—|—r1r2
Mozemo primijetiti da se radijus p = 222 Arhimedovih kruznica postize

r1+72
ako je ry = ry i 1y — oo ili obratno.
Neka je P(r;) vanjsko srediste slicnosti kruznica v i a(r)) ako je r; > 0,
a ako je 7, < 0, neka je onda P(r]) unutarnje srediste sliénosti kruznica = i
a(ry) (slicno za P(r)).
Teorem 4.2. Tocke P(r)) i P(ry) se podudaraju ako i samo ako vrijedi
T

; - =1
T

Dokaz. Ako se P(r}) i P(ry) podudaraju u tocki (¢,0), tada iz sliénosti slijedi
rit—r =1 it — (1 — 1) =1y b4 1.

Ako iz prve i druge te druge i trec¢e jednakosti izrazimo ¢, kratkim racunom

zakljucujemo da tvrdnja vrijedi.

Obrat tvrdnje je ocit iz jedinstvenosti oblika arbelosa i kruznica a(r}) i 3(rs).
O

Iz teorema 4.1 i 4.2 slijedi generalizacija Schochove kruznice (Wy3).

Teorem 4.3. Kruznica C(r},ry) je Arhimedova ako i samo ako se tocke
P(r}) i P(ry) podudaraju.
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Kada su i r} i 7, pozitivni, tada se tocke P(r;) i P(ry) podudaraju ako i
samo ako tri polukruznice a(r)), B(ry) i v imaju zajednicku tangentu. Tako
je u ovom slucaju kruznica C(ry,r,) Arhimedova ako i samo ako a(r)), B(r,)
i~ imaju zajednicku tangentu. Moze se jos provjeriti da zajednicka tangenta
triju polukruznica dira polukruznicu v totno u osi ordinata.

Arhimedovi blizanci se dobivaju u slucaju kada zajednicka tangenta triju
polukruznica a(ry), B(ry) i v dira polukruznicu v u jednom od presjecista s
osi apscisa, tj. kada se jedna od polukruznica «(r)) ili B(ry) "razvuce” u os
ordinata, a preostala polukruznica podudara ili sa « ili sa 3.

Korolar 4.3.1. Neka su m i n pozitivni realni brojevi. Tada je kruznica
C(mry, nry) Arhimedova ako i samo ako vrijedi

4.1.2 Generalizacija Wooove kruznice (U,)

Srediste Wooove kruznice (U,,) je tocka

g —T p
2py[n+ . 4.1
<T2+T1p p T1—|—T2) ( )

Oznac¢imo s [ Schochov pravac, a sa I’ pravac x = 2p u prvom kvadrantu.
Tada I’ sijece polukruznicu a(nry) u tocki

(2p,2v/p(nry — p)).
Uz ove oznake, slijededi teorem daje jednu generalizaciju kruznice (U,).

Teorem 4.4. Ako je T tocka na pravceu ', onda je kruinica k, cije srediste
lezi ma Schochovom pravcu @ koja dira tangente iz tocke T na kruznicu f3,
Arhimedova.

Slika 37.
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Dokaz. Oznacimo sa x radijus kruznice k. 1z slike 37 vrijedi
To —T1
To + 171

ro+2p:ire =2p — Pz,
iz ¢ega slijedi da je x = p.
O

Skup Wooovih kruznica je pravi podskup kruznica opisanih u prethodnom
teoremu.

Ordinata vanjskog centra slicnosti od kruznice (U,,) i polukruznice /3 jed-
naka je

p
T 4Ty

2ria/n +

Kazemo da je kruznica (U,) odredena tockom 7' ako (U,) dira tangente
iz tocke T na kruznicu (. Ordinata presjeciSta polukruznice « i pravea I’ je

p
r1+72

2rq . Promotrimo sada slijedeé¢i teorem.

Teorem 4.5. Kruznica (Uy) je odredena presjecistem polukruznice o i pravea
I
[ I

\

Slika 38.

Dokaz. (Uy) = (Why), a kako je (Wy1) zrcalno simetriéna slika kruznice W,
(vidi stranu 16), znamo da zajednicka vanjska tangenta polukruznica « i [
dira i (Uo) = (Wll)-

O

4.1.3 Woove kruznice (U,) za n <0

Woo je razmatrao kruznice (U, ) samo za ne-negativne brojeve n, no Okomura
i Watanabe dopustili su i negativne brojeve. Pokazat ¢emo da je moguce
definirati Arhimedove kruznice koristeéi a(nry) i G(nrq), gdje je n negativan
broj, tako da vrijedi

<n<0.
1+ 7o

Iz (4.1) je jasno zaSto smo odabrali gornju nejednakost.
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Teorem 4.6. Neka za n vried: —Tlfim < n < 0. Tada je kruznica sa

sredistem na Schochovom pravcu, koja iznutra dira o(nry) i f(nry), Arhi-
medova.

Dokaz. Neka je z radijus kruznice sa sredistem u (4.1) i neka dira a(nrq)
i B(nry) iznutra i neka je ——2— < n < 0. Sredista polukruznica a(nry) i

B(nrqg) su u tockama (nrqy,0) 1 (nry,0). Vrijedi
2
r2— T 2 p 2
—nry | +4p” | n+ = (x +nr)”,
(r2+7“1p 1) b < r1+r2) ( 1)

2
o —T1 2 p 2
+ nr +4 n —+ = (x+nry)”.
<r2+r1p 2) D ( 7’1+7’2> ( 2)

Rjesenje obiju jednadzbi je x = p.

4.1.4 Generalizacija Wooove kruznice (U))

Opisat ¢emo jednu beskonac¢nu familiju Arhimedovih kruznica koje prolaze
kroz tocku C'.

Neka je x udaljenost od tocke C' do zajednicke tangente ¢ polukruznica
a i . Kako kruznica (Uy) = (Wh) prolazi kroz tocku C' i dira tangentu
t, udaljenost od tocke C' do tangente t je 2p, to jest x = 2p. Oznacimo s
e kruznicu radijusa 2p sa sredistem u tocki C. Kruznice (Up) i € diraju t u
istoj tocki. Iz (4.1) se lagano zakljucuje da je udaljenost od tocke (U,) do
tocke C' jednaka py/4n + 1. Dakle, i (Us) izvana dira kruznicu e. Najmanja
kruznica koja prolazi kroz tocku C' i dira kruznice (Us) i € u istoj tocki je
Schochova kruznica (Wa7). Sve Arhimedove kruznice koje prolaze tockom C
diraju kruznicu €, a Bankoffova tre¢a kruznica dira kruznicu € u tocki na osi
ordinata.

Teorem 4.7. Neka je Cy kruznica sa sredistem u tocki C koja prolazi kroz
tocku P na osi apscisa te neka je Coy kruznica sa sredistem na osi apscisa koja
prolazi kroz tocku C'. Ako se kruznica Cs i okomica iz tocke P na os apscisa
sijeku, tada tangente kruznice Cy iz tih tocaka presjecista diraju i kruznicu

Ch.

Dokaz. Neka je d udaljenost izmedu tocke C' i presjecista tangente ¢ kruznice
(s i osi apscisa, te neka je z udaljenost izmedu tangente ¢ i tocke C'. Oznac¢imo
s r1, odnosno ry, radijus kruznice C', odnosno Cs. Mozemo pretpostaviti da
je r1 # ro. Pretpostavimo da je r; < ro.

()

c |p
Slika 39a.
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4  Generalizacija Arhimedovih kruznica

Tada je
ro—riire=79+d=u2x:d.

Pretpostavimo da je ry > rs.

T
T2

c P

Slika 39b.

Tada je
rL—Tog:Tg=1T9:d—1y=x:d.

U oba je slucaja x = r;.
O

Neka je t, tangenta polukruznice a(nry) u njenom presjecistu s pravcem
I'. To je dobro definirano ako je n > hfm. Prema teoremu 4.6 t,, je tan-
genta kruznice €, $to znaci da je kruznica koja prolazi tockom C'1i dira t,
Arhimedova. Ozna¢imo tu kruznicu s A(n). Analogno mozemo konstruirati
Arhimedovu kruznicu A’(n) koja prolazi tockom C'i dira tangentu ¢/, polu-
kruznice Gnry u njenom presjecistu s pravcem [” ¢ija je jednadzba x = —2p.
Bankoffova kruznica je kongruentna kruznicama A (i—f) = A <z—§> buduci

da dira kruznicu € u tocki (0, 2p).

l// l l/

A C| B
Slika 40.

Prema teoremu 4.5, kruznica (Up) je kongruentna kruznicama A(1) =

A(D).

Teorem 4.8. Neka sum i n pozitivni brojevi. Arhimedove kruznice A(m) i
A'(n) se podudaraju ako i samo ako vrijedi

n B _1+1
ma nb r m b
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4  Generalizacija Arhimedovih kruznica

Dokaz. Jednadzbe tangenti t,, i t) su

—(mry + (m — 2)ry)x + 2y\/ro(mry + (m — 1)19) = 2mryrs,

(nry + (n — 2)r)x + 2y/r1(nry + (n — 1)ry) = 2mryrs.
Ove tangente se podudaraju ako i samo ako vrijedi

1 1 1 1 1

ma mwb r m . b

4.2 Generalizacija Powerovih kruznica

Hiroshi Okumura i Masayuki Watanabe generalizirali su i Powerove kruznice.
Uvedimo sada oznake.

Oznacimo sa Op, Os i O sredista polukruznica o, # i1 7. Neka je @
presjeciste polukruznice v i okomice iz tocke O na pravac AB. Oznacimo
sada sa ¢ kruznicu radijusa k(ry + r2) koja iznutra dira polukruznicu v u
tocki Q, za 0 < k < 1. Tangente od ¢, koje su okomite na pravac AB, sijeku
polukruznicu «, odnosno (3, u tockama (J1, odnosno @), a pravac AB sijeku
u tockama C7, odnosno C5. Uz ove oznake, vrijedi slijedece:

Teorem 4.9. Radijusi kruznica koje iznutra diraju polukruznicu ~y © pravac
0Q1, odnosno OQa, u tockama @1, odnosno Qq, iznose 2(1 — k)p, gdje je

— T2 __ rir2
p — 1172 172

r1+ro r2 -

Dokaz. Vrijedi da je |CCY| = 2kry. Odredimo sada |OCY|. Vrijedi
|AC| = |AC,| + |OCy| + |OC| = |0Cy| = |AC| — |ACy| — |OC],
|0C| = |AC| — [AO[ = 2r1 — (r1 +12) =11 — 13,
|ACY| = |AC| — |CCy| = 2ry — 2kry,
|OCl| = 27’1 —27‘1 +2]{3T1 — 711 +Tr9 =19 — 1 +2/€7’1.

Iz pravokutnog trokuta AQ,O vrijedi

|C1Q1* = |ACH||C1C| = 4k(1 — k)ri.
Nadalje, prema Pitagorinom poucku u trokutu OC1Q); vrijedi

10Q1|? = |0C1 > + |C1Q1 > = (11 — 19)? + dkry7a.

Oznacimo s z radijus jedne od kruznica koje diraju polukruznicu v i pravac
OQ1 u tocki ()1, a srediste te kruznice oznacimo sa R. Tada u pravokutnom
trokutu ORQ), vrijedi

’QlR‘Z - |OR|2 - |OQ1’2, tJ
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4  Generalizacija Arhimedovih kruznica

2? = (ry +ry — 1) — (ry —1r9)* — dkriry.

Rjesavanjem ove jednadzbe dolazimo do toga da je xz = % =2(1—k)p.

Analognim postupkom dobiva se radijus preostalih kruznica.

[]

Powerove kruznice se postizu kada je 0 kruznica sa promjerom |OQ)|.

4.3 Lamoenova metoda generalizacije

Floor van Lamoen je u [4] pokazao metodu kojom se iz svake Arhimedove
kruznice moze izvesti familija Arhimedovih kruznica. Konstruirajmo polu-
kruznicu o tako da joj se srediste nalazi na pravcu AB i da dira polukruznicu
~v u tocki A te izgradimo novi arbelos kojemu su polukruznice o/ i v unu-
tarnje polukruznice. Kada se o/ dobro odabere, novi arbelos ¢e sadrzavati
Arhimedove kruznice jednakog radijusa kao Arhimedove kruznice originalnog
arbelosa. Ponavljanjem ovog postupka konstruiraju se beskonacne familije
Arhimedovih kruznica.

F

O, A O, C O O, B
Slika 41.

Ako je radijus polukruznice o jednak r”, tada mora vrijediti

"

172 rr
r r—+r"
iz Cega slijedi
rrire
"no_
2 — 1179

Mozemo primijetiti da je r” jednak radijusu upisane kruznice originalnog
arbelosa (za radijus upisane kruznice arbelosa vidi dokaz teorema 3.2).
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5 Pappusov lanac kruznica

U ovom poglavlju bit ¢e opisan jedan zanimljiv niz kruznica unutar arbelosa,
Pappusov lanac kruznica. Spomenut ¢e se neka osnovna svojstva inverzije
koja ¢e se primjeniti u dokazu Pappusovog teorema i konstrukciji Pappusovog
lanca kruznica te ¢e ukratko biti prikazana primjena Pappusovog lanca u
umjetnosti.

A C B
Slika 42.

5.1 Inverzija i neki teoremi o inverziji

Zapocnimo s definicijom inverzije.

Definicija 5.1. Neka je M ravnina ©+ O € M cursta tocka, a R > 0 zadani
pozitivan broj. Preslikavanje

I: M\ {0} — M\{0}, I(T)=T'

zove se inverzija s centrom O i radijusom R > 0 ako su tocke O, X i X'
kolinearne, X 1 X' s iste strane tocke O i ako vrijedi |OX||OX’| = R%.

Inverzija u ravnini katkada se naziva 1 zrcaljenjem na kruznici pa kruznicu
sa sredistem u tocki O @ radijusom R nazivamo kruznicom inverzije.

Koristeé¢i definiciju, lako se izvodi konstrukcija tocke X’ = I(X). Neka je
X tocka izvan kruznice inverzije k, T dodirna tocka kruznice £ i tangente na
kruznicu k iz tocke X te neka je tocka X' presjeciste duzine OX i okomice
iz tocke T na pravac OX.

Slika 43.
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5 Pappusov lanac kruznica

Iz sliénosti pravokutnih trokuta TOX i TOX' vrijedi

oT|  |0X'|
0OX| |oT|’

0X||0X'| = |OT|* = R*.

Neka je X tocka unutar kruznice inverzije k. Povucimo okomicu na pravac
odreden tockama O i X u tocki X i jedno presjeciste te okomice i kruznice k
ozna¢imo sa T. Neka je tocka X' presjeciste pravca OX i tangente kruznice
k u tocki T

Slika 44.

Iz pravokutnih trokuta TOX i TOX' ponovo vrijedi
|0X||0X'| = |OT|* = R*.

Inverzija ¢e se pokazati korisnim alatom u dokazivanju nekih svojstava
Pappusovog lanca kruznica, ali i u nekim geometrijskim konstrukcijama.
Inverzija je korisna jer u nekim slucajevima kruznice preslikava u pravce, a
pravce u kruznice, sto uvelike olaksava predocavanje nekih tvrdnji. Koristeci
inverziju, Leon Bankoff je pokazao mnogo svojih tvrdnji na temu arbelosa.

Slijedeci teoremi opisuju djelovanje inverzije na pravce i kruznice, a bit
¢e prikazani bez dokaza. Dokazi se mogu prouciti u [7].

Iz konstrukcije tocke X’ = I(X), koja je bila postavljena na pravcu koji
prolazi kroz ishodiste kruznice inverzije, mozemo uociti da se svaki pravac
koji sadrzi srediste inverzije preslikava na samoga sebe.

Uz to svojstvo, vrijede slijedece dvije tvrdnje:

Teorem 5.1. i) Inverzija preslikava pravac koji ne sadrzava srediste inver-
zije na kruznicu koja sadrZava srediste inverzije.

ii) Inverzija preslikava kruznicu koja sadriava srediste inverzije na pravac
koji ne sadrzava srediste inverzije.
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5 Pappusov lanac kruznica

Iz ovih tvrdnji moze se zakljuciti da inverzija ne ¢uva kolinearnost.

Ostaje nam jos za raspraviti kako inverzija preslikava kruznicu koja ne
sadrzi srediste inverzije. Kao i u slucaju pravca koji sadrzi srediste inverzije,
tako se i kruznica inverzije identicki preslikava na samu sebe i to je jedina
kruznica u ravnini s tim svojstvom. No, postoje i kruznice koje se neidenticki
preslikavaju same na sebe. To su kruznice koje su okomite na kruznicu
inverzije.

Definicija 5.2. Kruznica K, je okomita kruznici K ako je KNKy, = {T,T\}
i tangenta kruznice Ky u tocki T (1 Ty) sadrzi srediste kruznice K.

Za okomite kruznice vrijede slijedece tvrdnje

Teorem 5.2. i) Inverzija preslikava svaku kruznicu, koja je okomita kruznici
inverzije, na samu sebe.

ii) Ako kruznica, koja je okomita na kruznicu inverzije, sadrzi tocku A,
onda sadrzi i tocku I(A).

iit) Vrijedi i obrat, tj. kruznica koja za svaku svoju tocku A sadrzi i tocku
I(A) je okomita na kruznicu inverzije.

Jos jedno vazno svojstvo inverzije je ¢injenica da inverzija ¢uva kutove,
tj. inverzija je konformalno preslikavanje.

Teorem 5.3. Kut izmedu dviju kruZnica, pravca @ kruznice ili dvaju pravaca
jednak je kutu izmedu pripadnih inverznih slika.

5.2 Pappusov teorem

Pappus je dokazao teorem pomocu kojega se moze odrediti ordinata sredista
kruznica u Pappusovom lancu kruznica. On je dokaz proveo elementarnom
geometrijom, a u ovom radu dokaz ¢e se provesti primjenom inverzije. Uve-
dimo oznake.

Definicija 5.3. Neka su (Py), (P),...,(P,) kruznice v Pappusovom lancu
kruznica ¢ija su sredista u tockama Py, Py, ..., P,, a radijusi py,p2, ..., Pn-

Svaka od kruznica (Ps), ..., (P,) dira polukruznice o i vy te kruznicu (P,_1).
Posebno, kruznica (Py) dira sve tri polukruznice arbelosa, tj. ona je arbelosu
upisana kruznica.

Teorem 5.4 (Pappusov teorem). Udaljenost sredista kruznice (P,) do pravca
AB, u oznaci h,,, jednaka je h, = 2np,.
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5 Pappusov lanac kruznica

Slika 45.

Dokaz. Promotrimo slucaj n = 2.

Neka je tocka A srediste inverzije I. Uzmimo za kruznicu inverzije kruznicu
sa sredistem u tocki A koja je okomita kruznmici (P,). O¢cito je I(Py) = Py
jer inverzija preslikava svaku kruznicu, koja je okomita kruznici inverzije, na
samu sebe.

Inverzna slika polukruznice «y je pravac [, a inverzna slika polukruznice a
je pravac [’. Inverzna slika polukruznice (P;) je kruznica koja dira pravce [
il'i7dno” kruznice (P,). Inverzna slika (polu)kruznice 3 je (polu)kruznica
koja dira pravce [ i !’ i ”dno” inverzne slike kruznice (P;).

Jasno je da su kruznice P, I(P;) i I(f) kongruentne pa je ocito

ha = ps + 2ps + po,

tJ hQ = 4p2 =2 2p2
Jasno je da se dokaz jednako provodi i u opéem slu¢aju pa mozemo za-
kljuciti da zaista vrijedi h,, = 2np,,.
O]

Postavlja se pitanje kako je Pappus dokazao prethodni teorem kada je
tehnika inverzije uvedena tek u 19. stolje¢u. Za vise informacija i odgovor
na to pitanje, korisno je prouciti Bankoffov ¢lanak!! ”"How did Pappus do it?”.

Pappus je pokazao i da se sredista kruznica u lancu nalaze na elipsi.

Teorem 5.5. Sredista kruznica (Py),(Ps),...,(P,) nalaze se na elipsi sa
zZaristima u tockama O 1 Oy.

UBankoff, Leon "How Did Pappus Do It?” In The Mathematical Gardner (Ed. D.
Klarner). Boston, MA: Prindle, Weber, and Schmidt, str. 112-118, 1981.
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A\ O, o C OQ/ B
Slika 46.

Dokaz. Elipsa je definirana kao skup tocaka za koje je suma udaljenosti do
dvije fiksne tocke konstantna. Promotrimo sumu udaljenosti sredista pro-
izvoljne kruznice (P,) do tocaka O; i O .

Dakle, sredista kruznica (P;), (P), ..., (P,) nalaze se na elipsi jer vrijedi da

je suma udaljenosti do tocaka O i O; konstantna.
O

5.3 Primjena Pappusovog lanca kruznica u umjetnosti

Konstruirajmo arbelos u kojem su radijusi polukruznica « i ( jednaki i
upisimo mu Pappusov lanac kruznica. Konstruirajmo dva kruzna luka radi-
jusa |AC| tako da je srediste jednog luka u tocki A, a srediste drugog luka u
tocki C. Novonastala figura je goticki luk.

A C B
Slika 47.
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6 Zlatni omjer u arbelosu

U ovom poglavlju bit ¢e predstavljena jedna veza zlatnog omjera i arbelosa.
Promatrat ¢e se veza trokuta nad ¢ijim stranicama su konstruirani arbelosi
i trokuta kojeg odreduju sredista Arhimedovih kruznica koje pripadaju prije
spomenutim arbelosima.

Uvedimo nove oznake za arbelos. Za tocke X i Y ravnine i realan broj s
neka je Z tocka takva da je

| XZ|:|ZY]| = s.
Sada mozemo nad tockama X, Y i Z izgraditi arbelos u oznaci (XY, s).

Odabirom bilo kojih triju nekolinearnih tocaka X;, X5 i X3 odreden je
trokut X; X5 X3 pa nad njegovim stranicama mozemo konstruirati arbelose
(Xo, X3,5), (X3,X1,s) 1 (X1, Xs,s). Pokazat ¢emo da trokut, kojega Cine
sredista Arhimedove kruznice (W;) u arbelosima (X5, X3,s), (X3, X1,s) i
(X1, X2, s) ortologan s trokutom X;X5X3 ako i samo ako je s jednak zlat-

nom omjeru, to jest s = @

Slika 48.

Podsjetimo se, trokuti X;X5X3 i Y;Y5Y5 su ortologni ako se okomice iz
vrhova X, X5 i X3 na stranice Y5Y3, Y3Y] i Y1Y5 sijeku u jednoj tocki, a
uvjet ortolognosti, kada je X; = (x1,a1), Xo = (x2,b1), X3 = (x3,¢1) i
Y1 = (917&2), Y, = (927b2)7 Y; = (y3762)a je

(y2 — ys3)o1 + (Y3 — y1)za + (y1 — y2)os +
-+ (bQ — Cg)@l + (CQ - a2)bl + (CLQ - bQ)Cl = 0. (61)
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Teorem 6.1. i) Trokut Wy W1aWis, gdje su tocke Wiy, Wia i Wig sredista

prve Arhimedove kruznice (W) u arbelosima (Xa, X3, ), (X3, X1,s) i

(X1, Xs,s), je ortologan trokutu X1 X,X3 ako i samo ako je s jednak
zlatnom omgeru, to jest s = @

ii) Trokut WoWooWas, gdje su tocke Woy, Way @ Wag sredista druge Arhi-

medove kruznice u arbelosima (Xo, X3,s), (X3, X1,s) i (X1, Xa,s), je

ortologan trokutu X1 X5X3 ako © samo ako je s jednak s = @
Dokaz. i) Bez smanjenja opéenitosti, neka su koordinate tocaka X; za-

dane kao X; = (¢;,d;) gdje je ¢; = cosx; i d; = sinx;, za i = 1,2,3.
Tada su koordinate tocke Wi, dane sa

Wi — ACQ + BCg — QC(dQ — dg) Ad2 + Bd3 — 20(02 — 63)
e 2(s + 1) ’ 2(s +1)2

(za dokaz vidi [1]), gdje je A=2+43s, B=s(14+2s)1C = sys+ L
Tocke Wiy i Wiz imaju slicne koordinate dobivene zamjenom ¢; i d;.
Uvjet ortolognosti (6.1) za trokute X; X, X3 1 Wi WioWis je

(82 — s —1)(3 — cos (zg — x3) — cos (x3 — x1) — cos (z1 — T2))
(s+1)2

=0,

Sto vrijedi ako i samo ako je s = @

ii) Dokaz se provodi analogno. Uvjet ortolognosti za trokute X;X,X3 i
War WoaWas je

(s + s —1)(3 — cos (wy — x3) — cos (x3 — x1) — cos (x1 — T3))

=0
(s +1) 7

Sto vrijedi ako i samo ako je s = %
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7 Geometrijske konstrukcije

U ovom poglavlju ¢e biti opisane geometrijske konstrukcije Arhimedovih bli-
zanaca elementarnim konstrukcijskim metodama te konstrukcija arbelosu
upisane kruznice i Pappusovog lanca kruznica pomoc¢u inverzije. Interaktivni
prikaz ovih konstrukcija, kao i konstrukeije drugih Arhimedovih kruznica, na-
laze se na prilozenom CD-u.

7.1 Konstrukcija Arhimedovih blizanaca

Konstrukcija 7.1. Neka je tocka QQ1, odnosno QQs, presjeciste polukruznice
a, odnosno 3, i okomice na pravac AB, povucene iz sredista polukruznice o,
odnosno [3.

Oznacimo s P presjeciste duzina Q104 1 Q201. To presjeciste se nalazi na
pravew CD. Konstruiragmo kruznicu (Ws) sa sredistem u tocki C' i radijusom
p=|CP|. Ta kruznica je Arhimedova.

Oznacimo s Py i Py presjecista kruznice (W3) i praveca AB te povucimo
tangente t1 ity na kruznicu (Wg) u tockama Py i Ps.

Presjeciste tangente t1 kruznice (Ws), odnosno ty, u tocki Py, odnosno
Py, i polukruznice O1(P,), odnosno polukruznice Oy(Py), dati ée tocku Wy,
odnosno Wy, koja je srediste kruznice (W), odnosno (Ws).

Konaéno, kruznice povuéene kroz tocke Wy i Wy sa radijusom p = |C'P|
su Arhimedovi blizanci.

Slika 49.

Dokaz. Jednostavnosti radi, neka je d; + dy = 1 te neka je A = (0,0), B =
(1,0), C == (dl,O)

U konstrukciji tvrdimo da se presjeciste P pravaca Q105 i ()20 nalazi na
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pravcu C'D, tj. pravcu x = dy. Pogledajmo koordinate tocaka Oq, O, (1, i

Q2.
Ql - (%7 C%l) 02 - (dl
QQZ(dri‘%Q,%Q) 012(612—17 )

Jednadzbe pravaca Q102 i Q207 dane su s

d
y:d2(5€—51)
dy dy
— (= Sy
Y 1(w 2)+2

Ako izjednacimo jednadzbe, dobit ¢emo da je x = dy, tj. tocka P se nalazi
na pravcu C'D.

Dalje tvrdimo da je kruznica (Wg) Arhimedova, tj. da je |CP| = 2ryrs.
Tocka C' ima koordinate C' = (d;,0) = (2r1,0), a tocka P ima koordinate
P = (dy,yp) = (2r1,yp). Znamo da je P tocka na pravcima Q102 i Q201 pa
e
: dy dydy

yp = do(dy — 3) = 5 = 2r17s.

Dakle, kruznica (Wg) je Arhimedova.

Odredimo koordinate tocke W5, odnosno W5.
W1 je presjeciste pravca x = dy — % i polukruznice Oy (F,). Ocito je apscisa
sredista jednaka zy, = d; — %. Vrijedi da je

d , didy

|01P2|=|01P|+’PP2|=3 5

Dakle, jednadzba kruznice O;(P,) je

d 1
(SB — 51)2 — y2 = Z(dl + dldg)Q.

dido

Pa je ordinata presjecista kruznice O,(P,) i pravca zy, = d; — “5*2 jednaka

Yy = dy \/d_

Uz malo primjene analiticke geometrije, lako je provjeriti da kruznica

o+ o) = ()

sijece svaku od polukruznica « i v, kao i pravac x = dy, totno u jednoj tocki.

Analogni postupak primjenjuje se za koordinate tocke W.
O
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7.2 Konstrukcija arbelosu upisane kruznice

Konstrukcija 7.2. Primjenom konstrukcije 7.1 konstruirajmo kruznicu (Ws).
Neka je tocka M presjeciste polukruznice o i kruznice (W3) te neka je tocka
N presjeciste polukruznice B i kruznice (W3). Povucimo pravce O4M i O3N
i njihovo presjeciste oznacimo sa Os. Tada je kruznica sa sredistem u tocki
Os i radijusom |OsM| = |O3N| arbelosu upisana kruznica.
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1

1

1

1

1

1 7
1
&

A ,’,: 01 O OQ‘R\\ B
Slika 50.

Dokaz. Dokaz konstrukcije je ocit iz teorema 3.2.
O

7.3 Konstrukcija arbelosu upisane kruznice primjenom
inverzije

Konstrukcija 7.3. Neka je tocka QQ1, odnosno QQs, presjeciste polukruznice

a, odnosno 3, © okomice na pravac AB, povucene iz sredista polukruznice «,

odnosno (3. Konstruirajmo kruznice Q1(C) i Qo(C).

Neka je tocka M presjeciste kruznice Q(C) i polukruznice «, tocka N
presjeciste kruznice Q1(C) i polukruznice 3, a tocka P presjeciste kruznica
Q1(C) i Q2(C) (tocka C je drugo presjeciste tih kruznica). Tada je kruznica
odredena tockama M, N i P arbelosu upisana kruznica.

Slika 51.
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7 Geometrijske konstrukcije

Dokaz konstrukcije je izravna posljedica slijede¢eg Bankoffovog teorema.

Teorem 7.1. Neka je tocka @)1, odnosno @QQs, presjeciste polukruznice c,
odnosno (3, i okomice na pravac AB. Ako arbelosu upisana kruznica (krace
(MNP)) dira polukruznice o, 3 i v u tockama N, M i P, onda vrijedi

i) Tocke A, C, N i P leze na kruznici sa sredistem u tocki Qq,
ii) Tocke B, C', M i P leze na kruznici sa sredistem u tocki Q.
Dokaz. Ovaj teorem ¢emo dokazati primjenom inverzije ¢ija smo osnovna
svojstva spomenuli u poglavlju 5.
Promotrimo pravokutni trokut ADB sa pravim kutom u vrhu D.
Uoc¢imo da vrijedi slijedece
|AB| = |AC|+|CB| = |AB|?* = |AC|>+2|AC||CB|+|CB|* = |AD|*+|DB/?,
|AC*+|AC||CB| = |AC|(JAC|+|CB|) = |AD|*+|BDJ*~|AC||CB|-|CBJ,
|AC||AB| = |AD|* + |BD|* — |AC||CB| — |CB|*. (7.1)
Tako iz pravokutnog trokuta BC'D vrijedi
|BD|? = |CD|* + |CB|? (7.2)
a kako je |C'D| visina pravokutnog trokuta AD B, dalje vrijedi
|CD?*| = |AC||CB]. (7.3)
Uvrstavanjem (7.3) u (7.2) dobivamo
|BD|* — |AC||CB| — |CB|* =0 (7.4)
a uvrstavanjem (7.4) u (7.1) dobivamo

|AC||AB| = |AD|?. (7.5)

Koristedi (7.5), odaberimo inverziju I s obzirom na kruznicu sa sredistem
u tocki A i radijusom |AD|. Inverzija I oc¢ito preslikava tocku B u tocku C,
a pravac AB u samog sebe. Iz teorema o inverziji spomenutih u poglavlju 5
slijedi da je inverzna slike polukruznice 7, odnosno «, pravac I, odnosno [ ,
koji je okomit na pravac AB u tocki C, odnosno B. Kako je polukruznica (3
ortogonalna pravcu AB, tada inverzija I preslikava [ opet u 3.

Kruznica (M N P) invertira se u kruznicu koja dira polukruznicu /3 tako
da se tocka M invertira u tocku M na pravcu I, tocka N u tocku Qs na
polukruznici 3, a toc¢ka P u tocku P na praveu [.
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N

Slika 52.

Bududi da je polukruznica (3 invarijantna, tocke A, N i (02 su kolinearne.
Tocke M’ 1 P’ su takve da su pravci kroz tocke BQo P’ i C'QQo M’ medusobno
okomiti, tj. pravac CQsM’ tvori kut od 45°, a pravac BQ, P’ tvori kut od
135° s pravcem AB. Iz toga slijedi da pravac BQy P’ sijece polukruznicu v u
tocki L koja je presjeciste polukruznice v i okomice iz sredista polukruznice
v na pravac AB. Sada je inverzna slika pravca, koji prolazi tockama B, @Q)s,
P'i L, kruznica koja prolazi kroz tocke A, C', N i P. Iz teorema o inverziji u
poglavlju 5 znamo da je inverzija konformalno preslikavanje pa kut izmedju
kruznice koja prolazi tockama A, C'; N i P i pravca AB iznosi 45°. Dakle,
srediste te kruznice je tocka ();. Time smo dokazali da tocke N i P leze na
kruznici Q1 (C).

Analognim postupkom dokazujemo da tocke M i P leze na kruznici
Q2(C).

O

7.4 Konstrukcija Pappusovog lanca kruznica

Konstrukcija Pappusovog lanca kruznica je, takoredi, trivijalna kada imamo
dokazan teorem 7.1. Prva kruznica u Pappusovom lancu, kruznica (P), je
arbelosu upisana kruznica, ¢iju smo konstrukciju primjenom inverzije opi-
sali. Koristedi istu inverziju I kao u teoremu 7.1 mozemo konstruirati drugu
kruznicu u lancu, kruznicu (P,), tj. kruznicu koja dira polukruznice v i « te
(F1).

Inverzna slika kruznice P, bit ¢e kruznica koja dira pravce [ i I’ u tockama
@ i R te inverznu sliku kruznice (M N P) iz teorema 7.1 u tocki O. Neka je
presjeciste pravca AO i kruznice P; tocka Y, presjeciste pravca AR i polu-
kruznice o tocka W i presjeciste pravca AQ i polukruznice v neka je tocka
V. Tada je tockama Y, W i V odredena kruznica P.
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O,

C

Slika 53.

O,

Analognim postupkom konstruiramo svaku slijede¢u kruznicu u Pappu-

sovom lancu kruznica.
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