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Sazetak
U ovom radu pokazujemo da preslikavajuéi spektar nelinearnih opera-

tora ne zadrzava neke bitne osobine koje ima spektar linearnih operatora.
To ilustriramo nizom primjera.

Kljuéne rijeci: spektar, nelinearni operator, bijekcija

1 Uvod

Dobro je poznata vaznost spektralne teorije za linearne operatore. Podsjetimo se
nekih najznacajnijih osobina spektra linearnih operatora. Neka je X Banachov
prostor nad poljem K realnih ili kompleksnih brojeva.

Definicija 1.1. Spektar ogranicenog linearnog operatora L : X — X je skup
o(L) ={X € K: A — L nije bijekcija}. (1)

Za svako A € K\ (L) postoji rezolventni operator (A — L)~! koji je ogra-
nicen.

Definicija 1.2. Neka je X kompleksan Banachov prostor, o(L) spektar ograni-
éenog linearnog operatora L i A € o(L).

1) KaZemo da A pripada tockovnom spektru ako NI — L nije injekcija. Skup svih
takvih A oznacavamo sa o,(L) i nazivamo tockovnim spektrom operatora L.
2) X je element neprekidnog spektra ako je NI — L injekcija i (A — L)(X) gust
potprostor od X. Skup svih takvih A oznaéavamo sa o.(L) i nazivamo nepre-
kidnim spektrom operatora L.

3) X\ je element rezidualnog spektra ako je A\I — L injekcija, ali (A — L)(X)
nije gust potprostor od X . Skup svih takvih \ oznacavamo sa o,.(L) i nazivamo
rezidualnim spektrom operatora L.

U slucaju da dimX < oo onda je 0(L) = 0,(L). Primijetimo da Mg € 0.(L)
povla¢i da operator (Aol — L) ima inverzni operator (Aol — L)~! ali da taj
nije ogranic¢en. Situacija Ag € o,.(L) znadi da rezolventni operator postoji, ali
njegovo podrucje definicije nije gusto u X; u tom sluc¢aju rezolventni operator
moze biti ogranicen ili neogranicen.

Slobodno govoreéi, elementi A u subspektru o, (L) karakteriziraju neki gu-
bitak injektivnosti, oni iz o,.(L) neki gubitak surjektivnosti, a oni iz o.(L) neki
gubitak stabilnosti operatora A\I — L.



Ovi dijelovi spektra formiraju disjunktnu podjelu spektra
o(L) =o,(L)Uo.(L)Jo,(L).

Vrijedi i sljedeéi teorem koji daje tzv. formulu spektralnog preslikavanja poli-
noma.

Teorem 1.3. Neka je L linearan operator v Banachovu prostoru X nad poljem
K. Za svaki polinom p : K — K, p(A) = ap\" +an, 1 A" L+ +ay A\ +ag vrijedi

o(p(L)) = p(a(L)), (2)
gdje je p(L) = ap L™ +---+a1L+apl i po(L))={pA\):Xea(l)}.
Spektar linearnog operatora o(L) ima sljedeée vazne osobine:
e zatvoren je i ogranifen skup (dakle kompaktan)
e neprazan je skup kad je K polje kompleksnih brojeva

e vrijedi formula spektralnog preslikavanja (2).

2 Preslikavajuéi spektar

Kod definiranja spektra nelinearnih operatora, cilj je, po moguénosti:
e u slucaju linearnog operatora da se svodi na poznati spektar (1),

e da ima bar neke zajednicke osobine s linearnim spektrom (npr. zatvore-
nost, kompaktnost),

e da sadrzi svojstvene vrijednosti operatora.

S obzirom na definiciju (1) predstavljalo bi izazov definirati spektar neprekidnog
linearnog operatora F' jednostavno s

Y(F) :={A € K: Al — F nije bijekcija}. (3)

Ovo ¢éemo nazivati preslikavajuéi spektar operatora F. Preciznije mogli bi-
smo proucavati spektar injektivnosti

Yi(F) :={X € K: AI — F nije injekcija} (4)
i spektar surjektivnosti
Y4(F) ={X € K: Al — F nije surjekcija}, (5)

pri ¢emu je L(F) = X;(F) U X4(F). Medutim, u nelinearnom slu¢aju se po-
kazuje da ovaj pristup nije od neke koristi. Zapravo, ove jednostavne definicje



imaju smisla samo u linearnom slucaju, jer tada imamo veoma rigidnu struk-
turu linearnosti, a takoder i tako moéno orude kao teorem o zatvorenm grafu
koji garantira ogranicenost inverza ograni¢enog operatora.

Pokazat ¢emo primjerima da preslikavajuci spektar(3) ne mora imati ni jednu
od poznatih osobina linearnog spektra.
Primjer 2.1 Neka je operator F' : R — R definiran s

F(z) = v/lal.

Odredimo spektre injektivnosti i surjektivnosti, odnosno preslikavajuéi spektar
operatora F.. Oznac¢imo G(z) = (A — F)(z) = Az — /|z].

a) Ispitajmo kad je ovo preslikavanje injektivno.

Za A = 0 je G(z) = —+/|z], a to nije injekcija (jer za z # 0 vrijedi G(z) =
G(—z)). Prema tome, 0 € X;(F).

-2 -1 1 2

Slika 1: G(x) = —/]z[,(A = 0)
Neka je sada A # 0 i promatrajmo jednakosti
G(x1) = Axy — \/|x71 ATy — \/|x72 G(x2)
Az1 — z2) \/|3cT V]zal.

U sluéaju da su x1 1 xo pozitivni i 1 # x2, vrijedi
/\(\/131 — \/xg)(\/ftl + \/SCQ) = /X1 — /T2

MVT+ V) =12 VB = 5 — VAL

Iz uvjeta §+ — /z1 > 0 dobivamo A > 01 z1 € (0, 35).
U slucaju da su x1 1 o negativni i xy # xa, vrijedi

21|+ Vw2 ) (V]| + Iwzl):\/@*\/@

|$1 =+ |$2 =—-1= |$2 _— = |.Z'1



Rjesavanjem nejednakosti —4 — /[z1] > 0 dobivamo A < 0i z1 € (—5%,0).
Ovim smo pokazali da za proizvoljno A > 0, ako uzmemo z; € (0, %) i

z3 = (3 — /71)?, onda dobivamo G(z1) = G(z2). To znadi da za X € (0, 0)
preslikavanje G nije injektivno, odnosno (0,00) C X;(F). S druge strane, za
proizvoljno A < 0, ako uzmemo z1 € (—+%,0) i z2 = —(3 + /|]z1])%, onda
opet dobivamo G(z1) = G(z2). Dakle, (—o0,0) C Z;(F'). Sveukupno, nasli smo
spektar injektivnosti

Si(F) = (—00,0) U {0} U (0,00) = R

-5t
Slika 2: G(z) za A=11A=0.8

b) Ispitajmo kad je G surjektivno preslikavanje.
Za A =0 je G(z) = —/|z|, a ovo nije surjekcija jer je G(R) = (—o0, 0]. Prema
tome, 0 € X (F). Neka je sad A # 01y € R proizvoljno. Ispitajmo rjeSenja
jednadzbe

Az —+/|z| = y.
Nalazimo: za A > 0 je
142y ++/IF4X 1
y2A2 4 Y € [ ZXvOO)
_ ) 1422y—/TF4x 1
= Tty e -4 00

—14+2X 1—4)
% V1=4Xy y e (,Oo7o]



aza A <0je

142 y—+/ 1441
==ty e (-0, 0]
_ —14+22y++/1—4)\y 1
= — == gy e (4, 0]
—14+2 y—+/1—4)y 1
X2 Y € [4x,0)

Tako da za A # 0 i proizvoljno y, postoji € R takav da je G(x) = y; odnosno
G je surjekcija. Ostaje samo Ys(F) = {0}. Preslikavajuéi spektar je

N(F) = 5i(F)US(F) =R,

pa vidimo da nije ogranicen skup.
Primjer 2.2 Neka je F' : R — R definiran s

x ako je |z| > 1,
F(r)=4{ 2? akoje0<uz <1, (6)
—2? akoje —1 <z <0.

U sluc¢aju da je A = 0, promatrajmo preslikavanje

—x  akoje|z| > 1,
G(z)=—-F(z) =< —2? akoje0<z <1,
x? akoje —1<x<0

i pokazimo da je u pitanju bijekcija (vidi sliku 2).
3

2+

Slika 3: G(z) za A =0

Zay € (—o0,—1)U(1,00), Tz = —y,takodaG(z)=y. Zay € [-1,0], Tz =
V=Y, tako da G(z) = y. Tzay € [0,1],3r = —/y, G(x) = y. Dakle,
G(R) =R, pa je G surjekcija i 0 ¢ X (F). Jasno je i da je injekcija jer iz svake
jednadzbe G(x1) = G(x2) slijedi da je 1 = 5. Injektivnost se moze dokazati
i ¢injenicom da je G neprekidna i stalno opadajuca funkcija od +o0o do —oo na



Citavoj realnoj osi. Dakle, 0 ¢ X;(F). Kad je A =1 imamo:

0 ako je |z| > 1,
Glz)=(z—2?> akoje0<ux<1,
x + z?

akoje — 1<z <0.

—1 (vidi sliku 2).

Slika 4: G(z) za A =1

Buduéi da je G neprekidna funkcija, vrijedi G(R) = [—i, i]
ile 3;(F). Jasno je da G nije ni injekcija jer npr. G(2) =

, pa nije surjekcija
tome, 1 € ¥;(F). Neka je A € (0,1) (vidi sliku 2). Tada

G(3) = 0. Prema

x(A—=1) akoje|z| > 1, A—1  akoje|z| > 1,
Gr)=q Az —2%2 akoje0<2z<1, G'(z)={A—-2r akoje0<z<I,
Az + 22 akoje —1 <z <0. A+2x akoje —1<x<0.
(7)
T (—oo,—1) | (=1,=X/2) | (=A/2,0) | (0,A/2) | (A\/2,1) | (1,00)
G'(x) + +
G(x) N hY / / N\ N\

Bududi da je G neprekidna funkcija na R i dostize lokalni minimum za x =

27

A
a lokalni maksimum za x = %, slijedi da nije injekcija. Tako npr. za z; € (0, %)
ixzg € (%, 1), iz jednadzbe G(x1) = G(z2) dobivamo z3 = A — z;. Ovim smo
pokazali (0,1) C X,(F).

Jasno je da je G surjekcija jer je neprekidna funkcija i
lim G(z) =400

, lim G(z) = —o0.
T——00 r—+o0
U slucaju A € (1,2) je



Slika 5: G(z) za A =

N

x (—o0,—=1) | (=1,=A/2) | (=A/2,0) | (0,A/2) | (A/2,1) | (1,00)
G'(z) + - + - - T
G(x) / A /" / N /

tako da opet nemamo injekciju, pa (1,2) C 3;(F). Sada je

lim G(z) =—-o00, lim G(z) =40
T——00 r—+o0
pa G jest surjekcija. Iz (7) slijedi: za A > 2 je G'(z) > 0, te G stalno raste
od —oo do +o0; a za A < 0 je G'(z) < 0, pa G stalno opada od +oco do
—o0 na Citavoj realnoj osi. Ovo znadi, zbog neprekidnosti, da je za ovakve A
preslikavanje G bijekcija. Nasli smo, konac¢no, spektre:

Dakle, 3(F) nije zatvoren skup.

Jedna od najvaznijih osobina linearnog spektra je ta da je on uvijek neprazan
u slucaju kad je K polje kompleksnih brojeva. Medutim, pokazuje se da ovo vise
ne vrijedi kad je rije¢ o nelinearnom operatoru.

Primjer 2.3 Neka je operator F : C2 — C? definiran s

F(zw) = (W, 7). (8)

Tada je preslikavanje (A — F)(z,w) = (Aw — iZ), za svako A € C, bijekcija na
C? s inverzom

) (N AT dwtiC
(M —F)"'(¢w) = <¢+A|2’_i—k|2>'

Slijedi da je:



Prema tome preslikavajuéi spektar ovog nelinearnog operatora (9) je prazan
skup.
Primjer 2.4 Neka je operator F' : R — R definiran s

0 akojexr <1,
Flz)=q2x—-1 akojel<uz <2, (9)
1 ako je z > 2.

Nije tesko pokazati da je spektar X(F) = [0,1]. Za polinom p(z) = 22 vri-

jedi p(X(F)) = [0,1]. S druge strane, iz ¢injenice da je F?(z) = 0 slijedi da
je X(p(F)) = ©(F?) = {0}. Ovaj primjer pokazuje da ne vrijedi formula
spektralnog preslikavanja (2).

Spektar injektivnosti (4) tijesno je povezan s to€kovnim spektrom

op(F) :={X € K: F(z) = Az za neko x # 0}.

Kao i u linearnom slucaju, elemente A € o,(F') nazivat ¢emo svojstvenim vri-
jednostima operatora F. U slucaju da je F(0) = 0, vrijedi inkluzija

Up(F) C Ei(F)

koja moZze biti i stroga. U Primjeru 2.1 imamo da je 0,(F) = R\ {0} C R =
Y;(F). Naravno, za linearne operatore L uvijek vrijedi da je 0,(L) = 0;(L), po
definiciji.

Pogledajmo sad spektar surjektivnosti (5). Za z € X definiramo translaciju

F, operatora F' s
F,(z)=F(x)+z (10)

Sljedeci rezultat daje nam vezu izmedu spektra surjektivnosti 3, (F) i tockovnog
spektra o, (F;) svih translacija (10).

Propozicija 2.1. Za neprekidan operator F : X — X wrijedi jednakost

K\ Es(F) = m op(F). (11)
z€X\{-F(0)}
Dokaz. (i) Pokazimo najprije da
(| op(F) SK\S(F).
z€X\{-F(0)}
Neka za svako z # —F(0) vrijedi A € 0,(F,). Tada:
(Fz, £0) Az, = F.(x,) = F(x,) + 2= (M — F)(z,) = z,

§to znaci da z € R(A — F'). Dakle, Vz € X \ —F(0),z € R(A] — F), pa
R(A\I—F) 2 X\—F(0). Buduéi da jos, ocito, vrijedii —F(0) € R(\[—F),
imamo: R(AI — F) D X. Svakako je RIAI — F) C X, pa R(AI-F) =X.
Dakle A\ — F je surjektivno preslikavanje, tj. A € K\ X4(F).



(ii) Neka je sada A € K\ 35(F), tj. A\I — F je surjektivno, te vrijedi:
(Vz € X)(3zx, € X)\x, — F(z,) = z. Ako z # —F(0), onda z, # 0, a
to znadi da je x = x, netrivijalno rjeSenje jednadzbe F,(x) = Az. Prema
tome, A € 0,(F;). Buduéi da ovo vrijedi Vz € X \ —F(0), onda je

A€ ﬂ op(F).

zeX\{—F(0)}

Dakle,
K\ 2, (F) C (| on(Fo).
zeX\{—-F(0)}
Na osnovi pokazanog u (i) i (ii) slijedi trazena jednakost. O
Za F(zx) = y/|z| iz Primjera 2.1, translatirana funkcija je F.(x) = /|z| + z.

Buduéi da je za svako z € R to¢kovni spektar o, (F,) = R\ {0}, na osnovi (11)
slijedi da je 35(F) = {0}.

Primjer 2.5 U prostoru neprekidnih funkcija C[0, 1] dan je Hammersteinov
integralni operator

1
H(z)(s) = 55“/ Psinat)dt  (0<s<1,8>0).
0

Operator H je kompozicija H = K F, nelinearnog operatora F' definiranog s
F(x)(t) = sinx(t)

i linearnog Fredholmova integralnog operatora

1
Ky(s):/ PPy (t)dt.
0

Odredimo toc¢kovni spektar o,(H). Operator H je kompaktan. Za neprekidnu
funkciju z,(t) = nm = 0, pa H(z,) = 0 = Oz,. To znadi da 0 € o,(H).
Razmotrimo sad jednadzbu H(z) = Az, za A # 0. Imamo

1
H(z)(s) = s+ /0 t? sin x(t)dt = \z(s)

z(s) = s’ za neko ¢ # 0.

1 1

A= 7/ 9 sin(ct#+1)dt = ¥(c). (12)
¢Jo

Vrijedi i obrnuto, svaka funkcija z(t) = ct?*1, ¢ # 0 je svojstvena funkcija

operatora H koja odgovara svojstvenoj vrijednosti A = 1(¢). Prema tome,

op(H) = {¢(c) : c € R\ {0} }.
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Uvedimo u (12) zamjenu varijabli ct?*+1 = 7 dt = L 517 5 dr, pa dobi-

B+1
vamo

A=1¢(c) = 1)C2/Ocsin7’d7': 1 zcose (¢ #£0).

(B+1 (B+1)e
Sada je
. . 1—cosc . sin ¢ 1
BV G T8 3Ene 2640

Mozemo dodefinirati funkciju ¥ u toc¢ki 0 tako da bude neprekidna na R:

l—cosc
Y(c) = {(B+1)02 c#0,

1 _
sy ¢ =0

Buduéi da je funkcija 1Z neprekidna, vrijedi

~ 1
0<¥yY(lc) < ———, (0 <c< ),
<00 < g )
pri ¢emu se dostizu sve vrijednosti izmedu lijeve i desne granice. Lijeva strana
nejednakosti dostizZe se u tockama ¢ = 2km, k € Z, tj. 1»(2kw) = 0. Desna strana
nejednakosti ne dobiva se ni za jedno ¢ # 0, jer iz ¥(c) = m slijedi

1 _ 1l—cosc 2Sin2(§) B 1 (sjng)z
26+1)  (B+De (B+1e2  2B+1)\ 5 /7
sin%:géc:o.

Prema tome o,(H) = [0, m)

3 Zakljucak

Ovim primjerima pokazali smo da nam treba drugaciji pristup pri definiranju
spektra nelinearnih operatora. Za nelinearni neprekidni operator F' i neku klasu
neprekidnih operatora M(X) koja sadrzava F moZemo definirati rezolventni
skup

p(F) = {)\ € K: Al — F je bijekeija i (M — F)~! € M(X)}

i spektar
o(F) =K\ p(F).

Ovisno o tome §to uzmemo za klasu M(X) (npr. neprekidno diferencijabilni,
Lipschitz neprekidni, stabilno rjesivi ili epi operatori) dobivamo razne spektre.
Nazive su dobivali po matematic¢arima koji su ih prvi uveli: Rhodius, Neuberger,
Kachurovski, Feng, itd. Na ovaj na¢in dobivaju se spektri koji imaju samo neke
dobre osobine koje imaju spektri linearnog operatora. Nelinearne spektralne
teorije i dalje su u razvoju, a opseg njihove primjene vrlo je 8irok.
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